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電荷密度 𝜌 の電荷と電流密度 𝒋 の電流が存在するとき、電束密度 𝑫、磁束密度 𝑩、 
電場 𝑬、磁場 𝑯 の間に、次のマクスウェル方程式が成り立つ。

𝛁 ∙ 𝑫 = 𝜌

𝛁 ∙ 𝑩 = 0

𝛁 × 𝑬 = −
𝜕𝑩

𝜕𝑡

𝛁 × 𝑯 = 𝒋 +
𝜕𝑫

𝜕𝑡
本稿では、これらのマクスウェル方程式から電磁波の方程式を導く。

まず、𝜌 = 0, 𝒋 = 𝟎 であり、𝜀 を誘電率、𝜇を透磁率として、𝑫 = 𝜀𝑬, 𝑩 = 𝜇𝑯 が成り立
つ場合を考える。

次に、𝜌 ≠ 0, 𝒋 ≠ 𝟎 の場合を考える。

そして、𝑷 を分極、𝑴を磁化として、𝑫 = 𝜀0𝑬 + 𝑷, 𝑩 = 𝜇0 𝑯 + 𝑴  の場合を考える。

概要
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電荷密度 𝜌 = 0, 電流密度 𝒋 = 𝟎 であり、𝜀 を誘電率、𝜇を透磁率として、𝑫 = 𝜀𝑬, 
𝑩 = 𝜇𝑯 が成り立つ場合、マクスウェル方程式は次のようになる。

𝛁 ∙ 𝑬 = 0

𝛁 ∙ 𝑯 = 0

𝛁 × 𝑬 = −𝜇
𝜕𝑯

𝜕𝑡

𝛁 × 𝑯 = 𝜀
𝜕𝑬

𝜕𝑡
ここで、𝜀 と 𝜇 は場所と時間によらないと仮定している。

マクスウェル方程式①
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ベクトル解析の恒等式 𝛁 × 𝛁 × 𝑭 = 𝛁 𝛁 ∙ 𝑭 − 𝛁2𝑭を用いると

𝛁 × 𝛁 × 𝑬 = 𝛁 𝛁 ∙ 𝑬 − 𝛁2𝑬 = −𝛁2𝑬

だから

𝛁 × −𝜇
𝜕𝑯

𝜕𝑡
= −𝜇𝛁 ×

𝜕𝑯

𝜕𝑡
= −𝜇

𝜕

𝜕𝑡
𝛁 × 𝑯 = −𝜇

𝜕

𝜕𝑡
𝜀

𝜕𝑬

𝜕𝑡
= −𝜀𝜇

𝜕2𝑬

𝜕𝑡2

より

𝛁2𝑬 = 𝜀𝜇
𝜕2𝑬

𝜕𝑡2

ここで、𝑐 =
1

𝜀𝜇
とおくと

𝛁2𝑬 =
1

𝑐2

𝜕2𝑬

𝜕𝑡2

これは電場 𝑬の波動方程式であり、𝑐は位相速度である。

電場の波動方程式①
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同様に、

𝛁 × 𝛁 × 𝑯 = 𝛁 𝛁 ∙ 𝑯 − 𝛁2𝑯 = −𝛁2𝑯
および

𝛁 × 𝜀
𝜕𝑬

𝜕𝑡
= 𝜀𝛁 ×

𝜕𝑬

𝜕𝑡
= 𝜀

𝜕

𝜕𝑡
𝛁 × 𝑬 = 𝜀

𝜕

𝜕𝑡
−𝜇

𝜕𝑯

𝜕𝑡
= −𝜀𝜇

𝜕2𝑯

𝜕𝑡2

より

𝛁2𝑯 = 𝜀𝜇
𝜕2𝑯

𝜕𝑡2

であるから

𝛁2𝑯 =
1

𝑐2

𝜕2𝑯

𝜕𝑡2

したがって、磁場 𝑯も電場 𝑬と同じ波動方程式を満たし、位相速度は 𝑐 である。

磁場の波動方程式①
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𝛁 × 𝑬 = −𝜇
𝜕𝑯

𝜕𝑡

𝛁 × 𝑯 = 𝜀
𝜕𝑬

𝜕𝑡

に対して、媒質のインピーダンス 𝑍 =
𝜇

𝜀
を用いて

𝜱 = 𝑬 + 𝑖𝑍𝑯

で複素電磁場を定義すると

𝛁 × 𝜱 = 𝛁 × 𝑬 + 𝑖𝑍𝑯 = −𝜇
𝜕𝑯

𝜕𝑡
+ 𝑖𝑍𝜀

𝜕𝑬

𝜕𝑡
= −

𝑍

𝑐

𝜕𝑯

𝜕𝑡
+

𝑖

𝑐

𝜕𝑬

𝜕𝑡

=
𝑖

𝑐

𝜕

𝜕𝑡
𝑬 + 𝑖𝑍𝑯 =

𝑖

𝑐

𝜕𝜱

𝜕𝑡
が成り立つ。

複素電磁場
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𝛁 ∙ 𝜱 = 𝛁 ∙ 𝑬 + 𝑖𝑍𝑯 = 𝛁 ∙ 𝑬 + 𝑖𝑍𝛁 ∙ 𝑯 = 0

だから

𝛁 × 𝛁 × 𝜱 = 𝛁 𝛁 ∙ 𝜱 − 𝛁2𝜱 = −𝛁2𝜱

であり、

𝛁 ×
𝑖

𝑐

𝜕𝜱

𝜕𝑡
=

𝑖

𝑐
𝛁 ×

𝜕𝜱

𝜕𝑡
=

𝑖

𝑐

𝜕

𝜕𝑡
𝛁 × 𝜱 =

𝑖

𝑐

𝜕

𝜕𝑡

𝑖

𝑐

𝜕𝜱

𝜕𝑡
= −

1

𝑐2

𝜕2𝑬

𝜕𝑡2

より

𝛁2𝜱 =
1

𝑐2

𝜕2𝜱

𝜕𝑡2

これは複素電磁場 𝜱 の波動方程式であり、位相速度は 𝑐である。

複素電磁場の波動方程式①
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電荷密度 𝜌 ≠ 0, 電流密度 𝒋 ≠ 𝟎 であり、𝜀 を誘電率、𝜇を透磁率として、𝑫 = 𝜀𝑬, 
𝑩 = 𝜇𝑯 が成り立つ場合、マクスウェル方程式は次のようになる。

𝛁 ∙ 𝑬 =
𝜌

𝜀

𝛁 ∙ 𝑯 = 0

𝛁 × 𝑬 = −𝜇
𝜕𝑯

𝜕𝑡

𝛁 × 𝑯 = 𝒋 + 𝜀
𝜕𝑬

𝜕𝑡
ここで、𝜀 と 𝜇 は場所と時間によらないと仮定している。

マクスウェル方程式②
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ベクトル解析の恒等式 𝛁 × 𝛁 × 𝑭 = 𝛁 𝛁 ∙ 𝑭 − 𝛁2𝑭を用いると

𝛁 × 𝛁 × 𝑬 = 𝛁 𝛁 ∙ 𝑬 − 𝛁2𝑬 =
1

𝜀
𝛁𝜌 − 𝛁2𝑬

だから

𝛁 × −𝜇
𝜕𝑯

𝜕𝑡
= −𝜇𝛁 ×

𝜕𝑯

𝜕𝑡
= −𝜇

𝜕

𝜕𝑡
𝛁 × 𝑯 = −𝜇

𝜕

𝜕𝑡
𝒋 + 𝜀

𝜕𝑬

𝜕𝑡

= −𝜇
𝜕𝒋

𝜕𝑡
− 𝜀𝜇

𝜕2𝑬

𝜕𝑡2
= −𝜇

𝜕𝒋

𝜕𝑡
−

1

𝑐2

𝜕2𝑬

𝜕𝑡2

より

𝛁2𝑬 −
1

𝑐2

𝜕2𝑬

𝜕𝑡2
=

1

𝜀
𝛁𝜌 + 𝜇

𝜕𝒋

𝜕𝑡
これは電場 𝑬の波動方程式であり、右辺は波源を表している。

電場の波動方程式②
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同様に、

𝛁 × 𝛁 × 𝑯 = 𝛁 𝛁 ∙ 𝑯 − 𝛁2𝑯 = −𝛁2𝑯
および

𝛁 × 𝒋 + 𝜀
𝜕𝑬

𝜕𝑡
= 𝛁 × 𝒋 + 𝜀𝛁 ×

𝜕𝑬

𝜕𝑡
= 𝛁 × 𝒋 + 𝜀

𝜕

𝜕𝑡
𝛁 × 𝑬

= 𝛁 × 𝒋 + 𝜀
𝜕

𝜕𝑡
−𝜇

𝜕𝑯

𝜕𝑡
= 𝛁 × 𝒋 − 𝜀𝜇

𝜕2𝑯

𝜕𝑡2
= 𝛁 × 𝒋 −

1

𝑐2

𝜕2𝑯

𝜕𝑡2

より

𝛁2𝑯 −
1

𝑐2

𝜕2𝑯

𝜕𝑡2
= −𝛁 × 𝒋

これは磁場 𝑯の波動方程式であり、右辺は波源を表している。

磁場の波動方程式②
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𝛁2𝑬 −
1

𝑐2

𝜕2𝑬

𝜕𝑡2
=

1

𝜀
𝛁𝜌 + 𝜇

𝜕𝒋

𝜕𝑡

𝛁2𝑯 −
1

𝑐2

𝜕2𝑯

𝜕𝑡2
= −𝛁 × 𝒋

に対して、複素電磁場 𝜱 = 𝑬 + 𝑖𝑍𝑯を用いると

𝛁2𝜱 −
1

𝑐2

𝜕2𝜱

𝜕𝑡2
=

1

𝜀
𝛁𝜌 + 𝜇

𝜕𝒋

𝜕𝑡
− 𝑖𝑍𝛁 × 𝒋 = 𝑍𝑐𝛁𝜌 +

𝑍

𝑐

𝜕𝒋

𝜕𝑡
− 𝑖𝑍𝛁 × 𝒋

= 𝑍 𝑐𝛁𝜌 +
1

𝑐

𝜕𝒋

𝜕𝑡
− 𝑖𝛁 × 𝒋

これは複素電磁場 𝜱 の波動方程式であり、右辺は波源を表している。

複素電磁場の波動方程式②
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一般に、電束密度 𝑫 は真空の誘電率を 𝜀0、分極を 𝑷 として、𝑫 = 𝜀0𝑬 + 𝑷 で表される。
また、磁束密度 𝑩は真空の透磁率を 𝜇0、磁化を 𝑴として、𝑩 = 𝜇0 𝑯 + 𝑴  で表される。
電荷密度 𝜌 ≠ 0, 電流密度 𝒋 ≠ 𝟎 の場合、マクスウェル方程式は次のようになる。

𝛁 ∙ 𝑫 = 𝜌

𝛁 ∙ 𝑩 = 0

𝛁 × 𝑬 = −
𝜕𝑩

𝜕𝑡

𝛁 × 𝑯 = 𝒋 +
𝜕𝑫

𝜕𝑡

マクスウェル方程式③
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ベクトル解析の恒等式 𝛁 × 𝛁 × 𝑭 = 𝛁 𝛁 ∙ 𝑭 − 𝛁2𝑭を用いると

𝛁 × 𝛁 × 𝑬 = 𝛁 𝛁 ∙ 𝑬 − 𝛁2𝑬 = 𝛁 𝛁 ∙
𝑫 − 𝑷

𝜀0
− 𝛁2𝑬

=
1

𝜀0
𝛁 𝛁 ∙ 𝑫 − 𝛁 ∙ 𝑷 − 𝛁2𝑬 =

1

𝜀0
𝛁 𝜌 − 𝛁 ∙ 𝑷 − 𝛁2𝑬

および

𝛁 × −
𝜕𝑩

𝜕𝑡
= −

𝜕

𝜕𝑡
𝛁 × 𝑩 = −

𝜕

𝜕𝑡
𝛁 × 𝜇0 𝑯 + 𝑴 = −𝜇0

𝜕

𝜕𝑡
𝛁 × 𝑯 + 𝛁 × 𝑴

= −𝜇0

𝜕

𝜕𝑡
𝒋 +

𝜕𝑫

𝜕𝑡
+ 𝛁 × 𝑴 = −𝜇0

𝜕

𝜕𝑡
𝒋 + 𝛁 × 𝑴 − 𝜇0

𝜕2𝑫

𝜕𝑡2

= −𝜇0

𝜕

𝜕𝑡
𝒋 + 𝛁 × 𝑴 − 𝜀0𝜇0

𝜕2𝑬

𝜕𝑡2
− 𝜇0

𝜕2𝑷

𝜕𝑡2

電場の波動方程式③
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= −𝜇0

𝜕

𝜕𝑡
𝒋 +

𝜕𝑷

𝜕𝑡
+ 𝛁 × 𝑴 − 𝜀0𝜇0

𝜕2𝑬

𝜕𝑡2

より

𝛁2𝑬 − 𝜀0𝜇0

𝜕2𝑬

𝜕𝑡2
=

1

𝜀0
𝛁 𝜌 − 𝛁 ∙ 𝑷 + 𝜇0

𝜕

𝜕𝑡
𝒋 +

𝜕𝑷

𝜕𝑡
+ 𝛁 × 𝑴

ここで、𝑐0 =
1

𝜀0𝜇0
とおくと

𝛁2𝑬 −
1

𝑐0
2

𝜕2𝑬

𝜕𝑡2
= 𝜇0𝑐0

2𝛁 𝜌 − 𝛁 ∙ 𝑷 + 𝜇0

𝜕

𝜕𝑡
𝒋 +

𝜕𝑷

𝜕𝑡
+ 𝛁 × 𝑴

= 𝜇0 𝑐0
2𝛁 𝜌 − 𝛁 ∙ 𝑷 +

𝜕

𝜕𝑡
𝒋 +

𝜕𝑷

𝜕𝑡
+ 𝛁 × 𝑴

これが一般の場合の電場 𝑬の波動方程式であり、右辺は波源を表している。

電場の波動方程式③
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同様に、

𝛁 × 𝛁 × 𝑯 = 𝛁 𝛁 ∙ 𝑯 − 𝛁2𝑯 = 𝛁 𝛁 ∙
𝑩

𝜇0
− 𝑴 − 𝛁2𝑯 = 𝛁 𝛁 ∙ 𝑴 − 𝛁2𝑯

および

𝛁 × 𝒋 +
𝜕𝑫

𝜕𝑡
= 𝛁 × 𝒋 +

𝜕

𝜕𝑡
𝜀0𝑬 + 𝑷 = 𝛁 × 𝒋 +

𝜕𝑷

𝜕𝑡
+ 𝜀0𝛁 ×

𝜕𝑬

𝜕𝑡

= 𝛁 × 𝒋 +
𝜕𝑷

𝜕𝑡
+ 𝜀0

𝜕

𝜕𝑡
𝛁 × 𝑬 = 𝛁 × 𝒋 +

𝜕𝑷

𝜕𝑡
+ 𝜀0

𝜕

𝜕𝑡
−

𝜕𝑩

𝜕𝑡

= 𝛁 × 𝒋 +
𝜕𝑷

𝜕𝑡
− 𝜀0

𝜕2

𝜕𝑡2
𝜇0 𝑯 + 𝑴

= 𝛁 × 𝒋 +
𝜕𝑷

𝜕𝑡
− 𝜀0𝜇0

𝜕2𝑯

𝜕𝑡2
− 𝜀0𝜇0

𝜕2𝑴

𝜕𝑡2

磁場の波動方程式③
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= 𝛁 × 𝒋 +
𝜕𝑷

𝜕𝑡
−

1

𝑐0
2

𝜕2𝑯

𝜕𝑡2
−

1

𝑐0
2

𝜕2𝑴

𝜕𝑡2

より

𝛁2𝑯 −
1

𝑐0
2

𝜕2𝑯

𝜕𝑡2
= −𝛁 × 𝒋 +

𝜕𝑷

𝜕𝑡
+ 𝛁 𝛁 ∙ 𝑴 −

1

𝑐0
2

𝜕2𝑴

𝜕𝑡2

これが一般の場合の磁場 𝑯の波動方程式であり、右辺は波源を表している。

磁場の波動方程式③
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𝛁2𝑬 −
1

𝑐0
2

𝜕2𝑬

𝜕𝑡2
= 𝜇0 𝑐0

2𝛁 𝜌 − 𝛁 ∙ 𝑷 +
𝜕

𝜕𝑡
𝒋 +

𝜕𝑷

𝜕𝑡
+ 𝛁 × 𝑴

𝛁2𝑯 −
1

𝑐0
2

𝜕2𝑯

𝜕𝑡2
= −𝛁 × 𝒋 +

𝜕𝑷

𝜕𝑡
+ 𝛁 𝛁 ∙ 𝑴 −

1

𝑐0
2

𝜕2𝑴

𝜕𝑡2

に対して、複素電磁場𝜱 = 𝑬 + 𝑖
𝜇0

𝜀0
𝑯 = 𝑬 + 𝑖𝑍0𝑯を用いると

𝛁2𝜱 −
1

𝑐0
2

𝜕2𝜱

𝜕𝑡2
= 𝜇0 𝑐0

2𝛁 𝜌 − 𝛁 ∙ 𝑷 +
𝜕

𝜕𝑡
𝒋 +

𝜕𝑷

𝜕𝑡
+ 𝛁 × 𝑴

− 𝑖𝑍0 𝛁 × 𝒋 +
𝜕𝑷

𝜕𝑡
+ 𝛁 𝛁 ∙ 𝑴 −

1

𝑐0
2

𝜕2𝑴

𝜕𝑡2

複素電磁場の波動方程式③
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=
𝑍0

𝑐0
𝑐0

2𝛁 𝜌 − 𝛁 ∙ 𝑷 +
𝜕

𝜕𝑡
𝒋 +

𝜕𝑷

𝜕𝑡
+ 𝛁 × 𝑴

− 𝑖𝑍0 𝛁 × 𝒋 +
𝜕𝑷

𝜕𝑡
+ 𝛁 𝛁 ∙ 𝑴 −

1

𝑐0
2

𝜕2𝑴

𝜕𝑡2

= 𝑍0 ൭𝑐0𝛁 𝜌 − 𝛁 ∙ 𝑷 +
1

𝑐0

𝜕

𝜕𝑡
𝒋 +

𝜕𝑷

𝜕𝑡
+

1

𝑐0
𝛁 ×

𝜕𝑴

𝜕𝑡

ቇ−𝑖𝛁 × 𝒋 +
𝜕𝑷

𝜕𝑡
− 𝑖𝛁 𝛁 ∙ 𝑴 +

𝑖

𝑐0
2

𝜕2𝑴

𝜕𝑡2

= 𝑍0 ቆ𝑐0𝛁 𝜌 − 𝛁 ∙ 𝑷 −
𝑖

𝑐0
𝛁 ∙ 𝑴 +

1

𝑐0

𝜕

𝜕𝑡
𝒋 +

𝜕𝑷

𝜕𝑡
+

𝑖

𝑐0

𝜕𝑴

𝜕𝑡

൱−𝑖𝛁 × 𝒋 +
𝜕𝑷

𝜕𝑡
+

𝑖

𝑐0

𝜕𝑴

𝜕𝑡

複素電磁場の波動方程式③
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したがって

𝛁2𝜱 −
1

𝑐0
2

𝜕2𝜱

𝜕𝑡2
= 𝑍0 𝑐0𝛁 ෤𝜌 +

1

𝑐0

𝜕 ǁ𝒋

𝜕𝑡
− 𝑖𝛁 × ǁ𝒋

これが一般の場合の複素電磁場 𝜱 の波動方程式であり、右辺は波源を表している。
ここで、

෤𝜌 = 𝜌 − 𝛁 ∙ 𝑷 −
𝑖

𝑐0
𝛁 ∙ 𝑴 = 𝜌 − 𝛁 ∙ 𝑷 +

𝑖

𝑐0
𝑴

ǁ𝒋 = 𝒋 +
𝜕𝑷

𝜕𝑡
+

𝑖

𝑐0

𝜕𝑴

𝜕𝑡
= 𝒋 +

𝜕

𝜕𝑡
𝑷 +

𝑖

𝑐0
𝑴

である。

複素電磁場の波動方程式③
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電荷密度 𝜌 = 0, 電流密度 𝒋 = 𝟎 であり、𝜀 を誘電率、𝜇を透磁率として、𝑫 = 𝜀𝑬, 

𝑩 = 𝜇𝑯 が成り立つ場合、電場 𝑬と磁場 𝑯の波動方程式は 𝑐 =
1

𝜀𝜇
として

𝛁2𝑬 =
1

𝑐2

𝜕2𝑬

𝜕𝑡2

𝛁2𝑯 =
1

𝑐2

𝜕2𝑯

𝜕𝑡2

である。これは複素電磁場𝜱 = 𝑬 + 𝑖
𝜇

𝜀
𝑯 = 𝑬 + 𝑖𝑍𝑯を用いて

𝛁2𝜱 =
1

𝑐2

𝜕2𝜱

𝜕𝑡2

と表せる。

まとめ①
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電荷密度 𝜌 ≠ 0, 電流密度 𝒋 ≠ 𝟎 であり、𝜀 を誘電率、𝜇を透磁率として、𝑫 = 𝜀𝑬, 

𝑩 = 𝜇𝑯 が成り立つ場合、電場 𝑬と磁場 𝑯の波動方程式は 𝑐 =
1

𝜀𝜇
として

𝛁2𝑬 −
1

𝑐2

𝜕2𝑬

𝜕𝑡2
=

1

𝜀
𝛁𝜌 + 𝜇

𝜕𝒋

𝜕𝑡

𝛁2𝑯 −
1

𝑐2

𝜕2𝑯

𝜕𝑡2
= −𝛁 × 𝒋

である。これは複素電磁場𝜱 = 𝑬 + 𝑖
𝜇

𝜀
𝑯 = 𝑬 + 𝑖𝑍𝑯を用いて

𝛁2𝜱 −
1

𝑐2

𝜕2𝜱

𝜕𝑡2
= 𝑍 𝑐𝛁𝜌 +

1

𝑐

𝜕𝒋

𝜕𝑡
− 𝑖𝛁 × 𝒋

と表せる。

まとめ②
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電荷密度 𝜌 ≠ 0, 電流密度 𝒋 ≠ 𝟎 の場合、真空の誘電率を 𝜀0、真空の透磁率を 𝜇0、

分極を 𝑷、磁化を 𝑴とすると、電場 𝑬と磁場 𝑯の波動方程式は 𝑐0 =
1

𝜀0𝜇0
として

𝛁2𝑬 −
1

𝑐0
2

𝜕2𝑬

𝜕𝑡2
= 𝜇0 𝑐0

2𝛁 𝜌 − 𝛁 ∙ 𝑷 +
𝜕

𝜕𝑡
𝒋 +

𝜕𝑷

𝜕𝑡
+ 𝛁 × 𝑴

𝛁2𝑯 −
1

𝑐0
2

𝜕2𝑯

𝜕𝑡2
= −𝛁 × 𝒋 +

𝜕𝑷

𝜕𝑡
+ 𝛁 𝛁 ∙ 𝑴 −

1

𝑐0
2

𝜕2𝑴

𝜕𝑡2

である。これは複素電磁場𝜱 = 𝑬 + 𝑖
𝜇0

𝜀0
𝑯 = 𝑬 + 𝑖𝑍0𝑯を用いて

𝛁2𝜱 −
1

𝑐0
2

𝜕2𝜱

𝜕𝑡2
= 𝑍0 𝑐0𝛁 ෤𝜌 +

1

𝑐0

𝜕 ǁ𝒋

𝜕𝑡
− 𝑖𝛁 × ǁ𝒋

と表せる。

まとめ③
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ここで、

෤𝜌 = 𝜌 − 𝛁 ∙ 𝑷 +
𝑖

𝑐0
𝑴

ǁ𝒋 = 𝒋 +
𝜕

𝜕𝑡
𝑷 +

𝑖

𝑐0
𝑴

である。

まとめ③
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ベクトル解析の恒等式 𝛁 × 𝛁 × 𝑭 = 𝛁 𝛁 ∙ 𝑭 − 𝛁2𝑭は、次のように証明できる。

𝛁 × 𝑭 =
𝜕𝐹𝑧

𝜕𝑦
−

𝜕𝐹𝑦

𝜕𝑧
𝒊 +

𝜕𝐹𝑥

𝜕𝑧
−

𝜕𝐹𝑧

𝜕𝑥
𝒋 +

𝜕𝐹𝑦

𝜕𝑥
−

𝜕𝐹𝑥

𝜕𝑦
𝒌

より

𝛁 × 𝛁 × 𝑭 =
𝜕

𝜕𝑦

𝜕𝐹𝑦

𝜕𝑥
−

𝜕𝐹𝑥

𝜕𝑦
−

𝜕

𝜕𝑧

𝜕𝐹𝑥

𝜕𝑧
−

𝜕𝐹𝑧

𝜕𝑥
𝒊

+
𝜕

𝜕𝑧

𝜕𝐹𝑧

𝜕𝑦
−

𝜕𝐹𝑦

𝜕𝑧
−

𝜕

𝜕𝑥

𝜕𝐹𝑦

𝜕𝑥
−

𝜕𝐹𝑥

𝜕𝑦
𝒋

+
𝜕

𝜕𝑥

𝜕𝐹𝑥

𝜕𝑧
−

𝜕𝐹𝑧

𝜕𝑥
−

𝜕

𝜕𝑦

𝜕𝐹𝑧

𝜕𝑦
−

𝜕𝐹𝑦

𝜕𝑧
𝒌

付録：恒等式の証明
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=
𝜕

𝜕𝑦

𝜕𝐹𝑦

𝜕𝑥
+

𝜕

𝜕𝑧

𝜕𝐹𝑧

𝜕𝑥
−

𝜕2𝐹𝑥

𝜕𝑦2
−

𝜕2𝐹𝑥

𝜕𝑧2
𝒊

+
𝜕

𝜕𝑧

𝜕𝐹𝑧

𝜕𝑦
+

𝜕

𝜕𝑥

𝜕𝐹𝑥

𝜕𝑦
−

𝜕2𝐹𝑦

𝜕𝑥2
−

𝜕2𝐹𝑦

𝜕𝑧2
𝒋

+
𝜕

𝜕𝑥

𝜕𝐹𝑥

𝜕𝑧
+

𝜕

𝜕𝑦

𝜕𝐹𝑦

𝜕𝑧
−

𝜕2𝐹𝑧

𝜕𝑥2
−

𝜕2𝐹𝑧

𝜕𝑦2
𝒌

=
𝜕

𝜕𝑥

𝜕𝐹𝑦

𝜕𝑦
+

𝜕

𝜕𝑥

𝜕𝐹𝑧

𝜕𝑧
−

𝜕2𝐹𝑥

𝜕𝑦2
+

𝜕2𝐹𝑥

𝜕𝑧2
𝒊

+
𝜕

𝜕𝑦

𝜕𝐹𝑧

𝜕𝑧
+

𝜕

𝜕𝑦

𝜕𝐹𝑥

𝜕𝑥
−

𝜕2𝐹𝑦

𝜕𝑥2
+

𝜕2𝐹𝑦

𝜕𝑧2
𝒋

+
𝜕

𝜕𝑧

𝜕𝐹𝑥

𝜕𝑥
+

𝜕

𝜕𝑧

𝜕𝐹𝑦

𝜕𝑦
−

𝜕2𝐹𝑧

𝜕𝑥2
+

𝜕2𝐹𝑧

𝜕𝑦2
𝒌

付録：恒等式の証明

偏微分の順序の入れ替え
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=
𝜕

𝜕𝑥

𝜕𝐹𝑦

𝜕𝑦
+

𝜕

𝜕𝑥

𝜕𝐹𝑧

𝜕𝑧
−

𝜕2𝐹𝑥

𝜕𝑦2
+

𝜕2𝐹𝑥

𝜕𝑧2
𝒊

+
𝜕

𝜕𝑦

𝜕𝐹𝑥

𝜕𝑥
+

𝜕

𝜕𝑦

𝜕𝐹𝑧

𝜕𝑧
−

𝜕2𝐹𝑦

𝜕𝑥2
+

𝜕2𝐹𝑦

𝜕𝑧2
𝒋

+
𝜕

𝜕𝑧

𝜕𝐹𝑥

𝜕𝑥
+

𝜕

𝜕𝑧

𝜕𝐹𝑦

𝜕𝑦
−

𝜕2𝐹𝑧

𝜕𝑥2
+

𝜕2𝐹𝑧

𝜕𝑦2
𝒌

=
𝜕

𝜕𝑥

𝜕𝐹𝑥

𝜕𝑥
+

𝜕

𝜕𝑥

𝜕𝐹𝑦

𝜕𝑦
+

𝜕

𝜕𝑥

𝜕𝐹𝑧

𝜕𝑧
−

𝜕2𝐹𝑥

𝜕𝑥2
+

𝜕2𝐹𝑥

𝜕𝑦2
+

𝜕2𝐹𝑥

𝜕𝑧2
𝒊

+
𝜕

𝜕𝑦

𝜕𝐹𝑥

𝜕𝑥
+

𝜕

𝜕𝑦

𝜕𝐹𝑦

𝜕𝑦
+

𝜕

𝜕𝑦

𝜕𝐹𝑧

𝜕𝑧
−

𝜕2𝐹𝑦

𝜕𝑥2
+

𝜕2𝐹𝑦

𝜕𝑦2
+

𝜕2𝐹𝑦

𝜕𝑧2
𝒋

+
𝜕

𝜕𝑧

𝜕𝐹𝑥

𝜕𝑥
+

𝜕

𝜕𝑧

𝜕𝐹𝑦

𝜕𝑦
+

𝜕

𝜕𝑧

𝜕𝐹𝑧

𝜕𝑧
−

𝜕2𝐹𝑧

𝜕𝑥2
+

𝜕2𝐹𝑧

𝜕𝑦2
+

𝜕2𝐹𝑧

𝜕𝑧2
𝒌

付録：恒等式の証明

赤字の項の追加

青字の項の順序の
入れ替え
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=
𝜕

𝜕𝑥

𝜕𝐹𝑥

𝜕𝑥
+

𝜕𝐹𝑦

𝜕𝑦
+

𝜕𝐹𝑧

𝜕𝑧
−

𝜕2

𝜕𝑥2
+

𝜕2

𝜕𝑦2
+

𝜕2

𝜕𝑧2
𝐹𝑥 𝒊

+
𝜕

𝜕𝑦

𝜕𝐹𝑥

𝜕𝑥
+

𝜕𝐹𝑦

𝜕𝑦
+

𝜕𝐹𝑧

𝜕𝑧
−

𝜕2

𝜕𝑥2
+

𝜕2

𝜕𝑦2
+

𝜕2

𝜕𝑧2
𝐹𝑦 𝒋

+
𝜕

𝜕𝑧

𝜕𝐹𝑥

𝜕𝑥
+

𝜕𝐹𝑦

𝜕𝑦
+

𝜕𝐹𝑧

𝜕𝑧
−

𝜕2

𝜕𝑥2
+

𝜕2

𝜕𝑦2
+

𝜕2

𝜕𝑧2
𝐹𝑧 𝒌

=
𝜕

𝜕𝑥
𝛁 ∙ 𝑭 − 𝛁2𝐹𝑥 𝒊 +

𝜕

𝜕𝑦
𝛁 ∙ 𝑭 − 𝛁2𝐹𝑦 𝒋 +

𝜕

𝜕𝑧
𝛁 ∙ 𝑭 − 𝛁2𝐹𝑧 𝒌

= 𝒊
𝜕

𝜕𝑥
+ 𝒋

𝜕

𝜕𝑦
+ 𝒌

𝜕

𝜕𝑧
𝛁 ∙ 𝑭 − 𝛁2 𝐹𝑥𝒊 + 𝐹𝑦𝒋 + 𝐹𝑧𝒌

= 𝛁 𝛁 ∙ 𝑭 − 𝛁2𝑭

付録：恒等式の証明
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