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複素数 𝑧, 𝑎 に対して、複素べき関数の定義

𝑧𝑎 = e𝑎 log 𝑧

と複素対数関数の定義

log 𝑧 = Log 𝑧 + 𝑖 arg 𝑧

より

𝑧𝑎 = e𝑎 log 𝑧 = e𝑎 Log 𝑧 +𝑖 arg 𝑧

である。したがって、𝑎 = 𝑖のとき

𝑧𝑖 = e𝑖 log 𝑧 = e𝑖 Log 𝑧 +𝑖 arg 𝑧 = e𝑖 Log 𝑧 −arg 𝑧

= e− arg 𝑧e𝑖 Log 𝑧

となる。

z の i乗

複素指数関数 𝑧 = e𝑤 の逆関数が
複素対数関数 𝑤 = log 𝑧 だから
𝑧 = elog 𝑧 である
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𝑧の絶対値を 𝑧 = 𝑟、偏角を arg 𝑧 = 𝜃 とすれば、𝑧 = 𝑟e𝑖𝜃 と表されるから

𝑧𝑖 = e− arg 𝑧e𝑖 Log 𝑧 = e−𝜃e𝑖 Log 𝑟

= e−𝜃 cos Log 𝑟 + 𝑖 sin Log 𝑟

となる。ここで、𝑧の偏角の主値を Arg 𝑧 = 𝜃0（−𝜋 < 𝜃0 ≤ 𝜋）とすると、
𝑛を整数として

𝜃 = arg 𝑧 = Arg 𝑧 + 2𝑛𝜋 = 𝜃0 + 2𝑛𝜋

だから

𝑧𝑖 = e− 𝜃0+2𝑛𝜋 cos Log 𝑟 + 𝑖 sin Log 𝑟

である。

z の i乗
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𝑧𝑖の主値は

𝑧𝑖 = e𝑖 Log 𝑧 = e𝑖 Log 𝑧 +𝑖 Arg 𝑧 = e𝑖 Log 𝑧 −Arg 𝑧

= e− Arg 𝑧e𝑖 Log 𝑧

= e−𝜃0 cos Log 𝑟 + 𝑖 sin Log 𝑟

である。

z の i乗：主値



4Kagoshima University wata104@eee

𝑧𝑖 = e− arg 𝑧e𝑖 Log 𝑧 = e−𝜃e𝑖 Log 𝑟

= e−𝜃 cos Log 𝑟 + 𝑖 sin Log 𝑟

= e− 𝜃0+2𝑛𝜋 cos Log 𝑟 + 𝑖 sin Log 𝑟

より、𝑧𝑖の絶対値と偏角は

𝑧𝑖 = e−𝜃 = e− 𝜃0+2𝑛𝜋

arg 𝑧𝑖 = Log 𝑟 + 2𝑘𝜋 （𝑘は整数）

となる。したがって、𝑧𝑖 の絶対値は 𝑧の偏角 𝜃によって決まり、
𝑧𝑖の偏角は 𝑧の絶対値 𝑟によって決まる。

z の i乗：絶対値と偏角
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𝑧 = 𝑟 = 1のとき、Log 𝑟 = Log 1 = 0だから

𝑧𝑖 = e−𝜃 cos 0 + 𝑖 sin 0 = e−𝜃 = e− 𝜃0+2𝑛𝜋

であり、𝑧𝑖は実数になる。

例えば、

−1 𝑖 = e− 𝜋+2𝑛𝜋

𝑖𝑖 = e− Τ𝜋 2+2𝑛𝜋

である。それぞれの主値は

−1 𝑖 = e−𝜋 = 0.043213918

𝑖𝑖 = e− Τ𝜋 2 = 0.207879576

である。

z の i乗
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