
渡邉 俊夫

積分８題
－𝟏 − 𝒙𝟐, 𝟏 + 𝒙𝟐 を含む積分－
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න
1

1 − 𝑥2
d𝑥 = න

1

1 + 𝑥 1 − 𝑥
d𝑥 = න

1

2

1

1 + 𝑥
+

1

1 − 𝑥
d𝑥

=
1

2
log 1 + 𝑥 − log 1 − 𝑥 + 𝐶 （𝐶は積分定数）

=
1

2
log

1 + 𝑥

1 − 𝑥
+ 𝐶

𝑥 < 1のとき

න
1

1 − 𝑥2
d𝑥 =

1

2
log

1 + 𝑥

1 − 𝑥
+ 𝐶

= tanh−1 𝑥 + 𝐶

積分①

−1 < tanh 𝑡 < 1より、 𝑥 < 1のとき

𝑥 = tanh 𝑡 =
e𝑡 − e−𝑡

e𝑡 + e−𝑡
=
e2𝑡 − 1

e2𝑡 + 1
とおくと

𝑥 e2𝑡 + 1 = e2𝑡 − 1

1 + 𝑥 = e2𝑡 1 − 𝑥

e2𝑡 =
1 + 𝑥

1 − 𝑥
∴ 𝑡 =

1

2
log

1 + 𝑥

1 − 𝑥
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𝑥 = tan 𝜃とおくと、d𝑥 =
1

cos2 𝜃
d𝜃より

න
1

1 + 𝑥2
d𝑥 = න

1

1 + tan2 𝜃
∙

1

cos2 𝜃
d𝜃 = න

1

cos2 𝜃 + sin2 𝜃
d𝜃

= නd𝜃 = 𝜃 + 𝐶 （𝐶は積分定数）

= tan−1 𝑥 + 𝐶

積分②
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𝑥 = sin 𝜃 とおくと、d𝑥 = cos 𝜃 d𝜃 より

න
1

1 − 𝑥2
d𝑥 = න

1

1 − sin2 𝜃
cos 𝜃 d𝜃 = න

1

cos 𝜃
cos 𝜃 d𝜃

= නd𝜃 = 𝜃 + 𝐶 （𝐶は積分定数）

= sin−1 𝑥 + 𝐶

積分③
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𝑥 = sinh 𝑡 =
e𝑡 − e−𝑡

2
とおくと、d𝑥 =

e𝑡 + e−𝑡

2
d𝑡 = cosh 𝑡 d𝑡より

න
1

1 + 𝑥2
d𝑥 = න

1

1 + sinh2 𝑡
cosh 𝑡 d𝑡 = න

1

cosh 𝑡
cosh 𝑡 d𝑡 = නd𝑡

= 𝑡 + 𝐶 （𝐶は積分定数）

= sinh−1 𝑥 + 𝐶

= log 𝑥 + 1 + 𝑥2 + 𝐶

積分④ 1 + sinh2 𝑡 = 1 +
e𝑡 − e−𝑡

2

2

=
e𝑡 + e−𝑡

2

2

= cosh2 𝑡

𝑥 = sinh 𝑡 =
e𝑡 − e−𝑡

2
より

2𝑥 = e𝑡 − e−𝑡

e𝑡 − 2𝑥 − e−𝑡 = 0

e2𝑡 − 2𝑥e𝑡 − 1 = 0

e𝑡 > 0 だから

e𝑡 = 𝑥 + 1 + 𝑥2
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𝑥 = sin 𝜃 とおくと、d𝑥 = cos 𝜃 d𝜃 より

න 1 − 𝑥2d𝑥 = න 1 − sin2 𝜃 cos 𝜃 d𝜃 = නcos 𝜃 ∙ cos 𝜃 d𝜃

= නcos2 𝜃 d𝜃 = න
cos 2𝜃 + 1

2
d𝜃

=
1

4
sin 2𝜃 +

1

2
𝜃 + 𝐶 （𝐶は積分定数）

=
1

2
sin 𝜃 cos 𝜃 +

1

2
𝜃 + 𝐶 =

1

2
sin 𝜃 cos 𝜃 + 𝜃 + 𝐶

=
1

2
𝑥 1 − 𝑥2 + sin−1 𝑥 + 𝐶

積分⑤
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𝑥 = sinh 𝑡 =
e𝑡 − e−𝑡

2
とおくと、d𝑥 =

e𝑡 + e−𝑡

2
d𝑡 = cosh 𝑡 d𝑡より

න 1 + 𝑥2d𝑥 = න 1 + sinh2 𝑡 cosh 𝑡 d𝑡 = නcosh 𝑡 ∙ cosh 𝑡 d𝑡

= නcosh2 𝑡 d𝑡 = න
e𝑡 + e−𝑡

2

2

d𝑡

= න
e2𝑡 + e−2𝑡 + 2

4
d𝑡 = න

e2𝑡 + e−2𝑡

4
+
1

2
d𝑡

=
e2𝑡 − e−2𝑡

8
+
1

2
𝑡 + 𝐶 （𝐶は積分定数）

積分⑥ 1 + sinh2 𝑡 = 1 +
e𝑡 − e−𝑡

2

2

=
e𝑡 + e−𝑡

2

2

= cosh2 𝑡
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=
e𝑡 − e−𝑡 e𝑡 + e−𝑡

8
+
1

2
𝑡 + 𝐶

=
1

2

e𝑡 − e−𝑡

2

e𝑡 + e−𝑡

2
+
1

2
𝑡 + 𝐶

=
1

2
sinh 𝑡 cosh 𝑡 +

1

2
𝑡 + 𝐶 =

1

2
sinh 𝑡 cosh 𝑡 + 𝑡 + 𝐶

=
1

2
𝑥 1 + 𝑥2 + sinh−1 𝑥 + 𝐶

=
1

2
𝑥 1 + 𝑥2 + log 𝑥 + 1 + 𝑥2 + 𝐶

積分⑥
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𝑥 = sin 𝜃 とおくと、d𝑥 = cos 𝜃 d𝜃 より

න
1

1 − 𝑥2 Τ3 2
d𝑥 = න

1

1 − sin2 𝜃 Τ3 2
cos 𝜃 d𝜃 = න

1

cos3 𝜃
∙ cos 𝜃 d𝜃

= න
1

cos2 𝜃
d𝜃 = tan 𝜃 + 𝐶 （𝐶は積分定数）

=
sin 𝜃

cos 𝜃
+ 𝐶 =

sin 𝜃

1 − sin2 𝜃
+ 𝐶

=
𝑥

1 − 𝑥2
+ 𝐶

積分⑦
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𝑥 = tan 𝜃とおくと、d𝑥 =
1

cos2 𝜃
d𝜃より

න
1

1 + 𝑥2 Τ3 2
d𝑥 = න

1

1 + tan2 𝜃 Τ3 2

1

cos2 𝜃
d𝜃 = නcos3 𝜃 ∙

1

cos2 𝜃
d𝜃

= නcos 𝜃 d𝜃 = sin 𝜃 + 𝐶 （𝐶は積分定数）

= tan 𝜃 ∙ cos 𝜃 + 𝐶 =
tan 𝜃

1 + tan2 𝜃
+ 𝐶

=
𝑥

1 + 𝑥2
+ 𝐶

積分⑧
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積分定数を 𝐶 として

න
1

1 − 𝑥2
d𝑥 =

1

2
log

1 + 𝑥

1 − 𝑥
+ 𝐶

= tanh−1 𝑥 + 𝐶 （ 𝑥 < 1 のとき）

න
1

1 + 𝑥2
d𝑥 = tan−1 𝑥 + 𝐶

න
1

1 − 𝑥2
d𝑥 = sin−1 𝑥 + 𝐶

න
1

1 + 𝑥2
d𝑥 = sinh−1 𝑥 + 𝐶 = log 𝑥 + 1 + 𝑥2 + 𝐶

まとめ
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න 1 − 𝑥2d𝑥 =
1

2
𝑥 1 − 𝑥2 + sin−1 𝑥 + 𝐶

න 1 + 𝑥2d𝑥 =
1

2
𝑥 1 + 𝑥2 + sinh−1 𝑥 + 𝐶

=
1

2
𝑥 1 + 𝑥2 + log 𝑥 + 1 + 𝑥2 + 𝐶

න
1

1 − 𝑥2 Τ3 2
d𝑥 =

𝑥

1 − 𝑥2
+ 𝐶

න
1

1 + 𝑥2 Τ3 2
d𝑥 =

𝑥

1 + 𝑥2
+ 𝐶

まとめ
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−1 < 𝑥 < 1において、𝑥 = tanh 𝑡 =
e𝑡 − e−𝑡

e𝑡 + e−𝑡
とおくと

1 − 𝑥2 =
e𝑡 + e−𝑡 2 − e𝑡 − e−𝑡 2

e𝑡 + e−𝑡 2
=

4

e𝑡 + e−𝑡 2

d𝑥 =
e𝑡 + e−𝑡 2 − e𝑡 − e−𝑡 2

e𝑡 + e−𝑡 2
d𝑡 =

4

e𝑡 + e−𝑡 2
d𝑡

より

න
1

1 − 𝑥2
d𝑥 = න

e𝑡 + e−𝑡 2

4
∙

4

e𝑡 + e−𝑡 2
d𝑡 = නd𝑡

= 𝑡 + 𝐶 = tanh−1 𝑥 + 𝐶 （𝐶は積分定数）

付録：積分①の別解
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න
1

1 + 𝑥2
d𝑥 = න

1

1 + 𝑖𝑥 1 − 𝑖𝑥
d𝑥 = න

1

2

1

1 + 𝑖𝑥
+

1

1 − 𝑖𝑥
d𝑥

=
1

2𝑖
log 1 + 𝑖𝑥 − log 1 − 𝑖𝑥 + 𝐶 （𝐶は積分定数）

=
1

2𝑖
log

1 + 𝑖𝑥

1 − 𝑖𝑥
+ 𝐶

= tan−1 𝑥 + 𝐶

付録：積分②の別解

𝑥 = tan 𝜃 =
1

𝑖

e𝑖𝜃 − e−𝑖𝜃

e𝑖𝜃 + e−𝑖𝜃
=
1

𝑖

e2𝑖𝜃 − 1

e2𝑖𝜃 + 1
より

𝑖𝑥 e2𝑖𝜃 + 1 = e2𝑖𝜃 − 1

1 + 𝑖𝑥 = e2𝑖𝜃 1 − 𝑖𝑥

e2𝑖𝜃 =
1 + 𝑖𝑥

1 − 𝑖𝑥
∴ 𝜃 =

1

2𝑖
log

1 + 𝑖𝑥

1 − 𝑖𝑥

1

𝑥

−𝑥

𝜃

𝜃O
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𝑥 = sin 𝜃 =
e𝑖𝜃 − e−𝑖𝜃

2𝑖
より

2𝑖𝑥 = e𝑖𝜃 − e−𝑖𝜃

e𝑖𝜃 − 2𝑖𝑥 − e−𝑖𝜃 = 0

e2𝑖𝜃 − 2𝑖𝑥e𝑖𝜃 − 1 = 0

e𝑖𝜃 = 𝑖𝑥 ± −𝑥2 + 1 = 𝑖𝑥 ± 1 − 𝑥2

∴ sin−1 𝑥 = 𝜃 =
1

𝑖
log 𝑖𝑥 ± 1 − 𝑥2 =

1

𝑖
log ± 1 − 𝑥2 + 𝑖𝑥

=
1

𝑖
∙ 𝑖 arg ± 1 − 𝑥2 + 𝑖𝑥 = arg ± 1 − 𝑥2 + 𝑖𝑥

付録：積分③の補足

1 − 𝑥2

𝑥
1

𝜃

O
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d

d𝑥

1

𝑖
log 𝑖𝑥 ± 1 − 𝑥2 =

1

𝑖
∙

𝑖 ∓
𝑥

1 − 𝑥2

𝑖𝑥 ± 1 − 𝑥2
（複号同順）

=
1

𝑖 1 − 𝑥2
∙
𝑖 1 − 𝑥2 ∓ 𝑥

𝑖𝑥 ± 1 − 𝑥2

=
1

1 − 𝑥2
∙
𝑖 1 − 𝑥2 ∓ 𝑥

−𝑥 ± 𝑖 1 − 𝑥2

= ±
1

1 − 𝑥2

付録：積分③の補足
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したがって、

න
1

1 − 𝑥2
d𝑥 = sin−1 𝑥 + 𝐶 （𝐶は積分定数）

=
1

𝑖
log 𝑖𝑥 + 1 − 𝑥2 + 𝐶

付録：積分③の補足
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d

d𝑥
log 𝑥 + 1 + 𝑥2 =

1 +
𝑥

1 + 𝑥2

𝑥 + 1 + 𝑥2

=
1

1 + 𝑥2
∙

1 + 𝑥2 + 𝑥

𝑥 + 1 + 𝑥2

=
1

1 + 𝑥2

付録：積分④の検算
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න
1

1 + 𝑥2
d𝑥 =

1

𝑖
න

1

1 − 𝑖𝑥 2
𝑖d𝑥

=
1

𝑖
∙
1

𝑖
log 𝑖 ∙ 𝑖𝑥 + 1 − 𝑖𝑥 2 + 𝐶 （𝐶は積分定数）

= − log −𝑥 + 1 + 𝑥2 + 𝐶

= log
1

−𝑥 + 1 + 𝑥2
+ 𝐶

= log 𝑥 + 1 + 𝑥2 + 𝐶

付録：積分④の別解
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d

d𝑥
sin−1 𝑥 =

1

1 − 𝑥2
より

d

d𝑥

1

2
𝑥 1 − 𝑥2 + sin−1 𝑥 =

1

2
1 − 𝑥2 − 𝑥 ∙

𝑥

1 − 𝑥2
+

1

1 − 𝑥2

=
1

2
1 − 𝑥2 −

𝑥2

1 − 𝑥2
+

1

1 − 𝑥2

=
1

2
1 − 𝑥2 +

1 − 𝑥2

1 − 𝑥2

=
1

2
1 − 𝑥2 + 1 − 𝑥2 = 1 − 𝑥2

付録：積分⑤の検算
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曲線 𝑓 𝑥 = 1 − 𝑥2は半円だから

න
0

𝑥

1 − 𝑥2d𝑥 は三角形 OPRと

扇形 OPQ の面積の和になる。

したがって、

න
0

𝑥

1 − 𝑥2d𝑥 =
1

2
∙ 𝑥 ∙ 1 − 𝑥2 +

1

2
∙ 12 ∙ 𝜃

=
1

2
𝑥 1 − 𝑥2 +

1

2
sin−1 𝑥

=
1

2
𝑥 1 − 𝑥2 + sin−1 𝑥

付録：積分⑤の補足

1 − 𝑥2

𝑥

1

𝜃

O

P

R

Q

𝑓 𝑥 = 1 − 𝑥2
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න 1 + 𝑥2d𝑥 =
1

𝑖
න 1 − 𝑖𝑥 2𝑖d𝑥

=
1

𝑖
∙
1

2
𝑖𝑥 1 − 𝑖𝑥 2 +

1

𝑖
log 𝑖 ∙ 𝑖𝑥 + 1 − 𝑖𝑥 2 + 𝐶

（𝐶は積分定数）

=
1

2
𝑥 1 + 𝑥2 − log −𝑥 + 1 + 𝑥2 + 𝐶

=
1

2
𝑥 1 + 𝑥2 + log

1

−𝑥 + 1 + 𝑥2
+ 𝐶

=
1

2
𝑥 1 + 𝑥2 + log 𝑥 + 1 + 𝑥2 + 𝐶

付録：積分⑥の別解
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d

d𝑥

𝑥

1 − 𝑥2
=

1 − 𝑥2 − 𝑥 ∙
−𝑥

1 − 𝑥2

1 − 𝑥2

=
1 − 𝑥2 + 𝑥2

1 − 𝑥2 1 − 𝑥2
=

1

1 − 𝑥2 Τ3 2

付録：積分⑦の検算
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d

d𝑥

𝑥

1 + 𝑥2
=

1 + 𝑥2 − 𝑥 ∙
𝑥

1 + 𝑥2

1 + 𝑥2

=
1 + 𝑥2 − 𝑥2

1 + 𝑥2 1 + 𝑥2
=

1

1 + 𝑥2 Τ3 2

付録：積分⑧の検算
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