
渡邉 俊夫

1 + 𝑥2 の積分

－5つの解法－
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不定積分

න 1 + 𝑥2d𝑥

を求めなさい。

問題
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𝑥 = sinh 𝑡 =
e𝑡 − e−𝑡

2
とおくと

1 + 𝑥2 = 1 +
e𝑡 − e−𝑡

2

2

= 1 +
e𝑡 − e−𝑡 2

4
=
4 + e𝑡 − e−𝑡 2

4

=
e𝑡 + e−𝑡 2

4
=

e𝑡 + e−𝑡

2

2

= cosh2 𝑡

d𝑥 =
e𝑡 + e−𝑡

2
d𝑡

より

cosh2 𝑡 − sinh2 𝑡 = 1 より
1 + sinh2 𝑡 = cosh2 𝑡

を利用する

解①
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න 1 + 𝑥2d𝑥 = න
e𝑡 + e−𝑡

2
∙
e𝑡 + e−𝑡

2
d𝑡 = න

e𝑡 + e−𝑡 2

4
d𝑡

= න
e2𝑡 + e−2𝑡 + 2

4
d𝑡 = න

e2𝑡 + e−2𝑡

4
+
1

2
d𝑡

=
e2𝑡 − e−2𝑡

8
+
1

2
𝑡 + 𝐶 （𝐶は積分定数）

=
e𝑡 − e−𝑡 e𝑡 + e−𝑡

8
+
1

2
𝑡 + 𝐶

=
1

2

e𝑡 − e−𝑡

2
∙
e𝑡 + e−𝑡

2
+
1

2
𝑡 + 𝐶

解①
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ここで、𝑥 =
e𝑡 − e−𝑡

2
より

e𝑡 − e−𝑡 = 2𝑥

e2𝑡 − 1 = 2𝑥e𝑡

e2𝑡 − 2𝑥e𝑡 − 1 = 0

これを解くと、e𝑡 = 𝑥 ± 𝑥2 + 1 となるが、e𝑡 > 0だから

e𝑡 = 𝑥 + 𝑥2 + 1

∴ 𝑡 = log 𝑥 + 𝑥2 + 1 = log 𝑥 + 1 + 𝑥2

解①
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以上より

න 1 + 𝑥2d𝑥 = න
e𝑡 + e−𝑡

2
∙
e𝑡 + e−𝑡

2
d𝑡

=
1

2

e𝑡 − e−𝑡

2
∙
e𝑡 + e−𝑡

2
+
1

2
𝑡 + 𝐶

=
1

2
𝑥 ∙ 1 + 𝑥2 +

1

2
log 𝑥 + 1 + 𝑥2 + 𝐶

=
1

2
𝑥 1 + 𝑥2 + log 𝑥 + 1 + 𝑥2 + 𝐶

解①



6Kagoshima University wata104@eee

d

d𝑥

1

2
𝑥 1 + 𝑥2 + log 𝑥 + 1 + 𝑥2

=
1

2
1 + 𝑥2 + 𝑥

𝑥

1 + 𝑥2
+

1 +
𝑥

1 + 𝑥2

𝑥 + 1 + 𝑥2

=
1

2
1 + 𝑥2 +

𝑥2

1 + 𝑥2
+

1

1 + 𝑥2

1 + 𝑥2 + 𝑥

𝑥 + 1 + 𝑥2

=
1

2
1 + 𝑥2 +

𝑥2

1 + 𝑥2
+

1

1 + 𝑥2

検算
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=
1

2
1 + 𝑥2 +

𝑥2 + 1

1 + 𝑥2
=
1

2
1 + 𝑥2 +

1 + 𝑥2

1 + 𝑥2

=
1

2
1 + 𝑥2 + 1 + 𝑥2

= 1 + 𝑥2

検算
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න 1 + 𝑥2d𝑥 = න 𝑥 ′ ∙ 1 + 𝑥2d𝑥 = 𝑥 1 + 𝑥2 −න𝑥 ∙ 1 + 𝑥2
′
d𝑥

= 𝑥 1 + 𝑥2 −න𝑥 ∙
𝑥

1 + 𝑥2
d𝑥 = 𝑥 1 + 𝑥2 −න

1 + 𝑥2 − 1

1 + 𝑥2
d𝑥

= 𝑥 1 + 𝑥2 −න 1 + 𝑥2d𝑥 +න
1

1 + 𝑥2
d𝑥

より

2න 1 + 𝑥2d𝑥 = 𝑥 1 + 𝑥2 +න
1

1 + 𝑥2
d𝑥

解②
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ここで、𝑥 = sinh 𝑡 =
e𝑡 − e−𝑡

2
とおくと

1 + 𝑥2 = 1 +
e𝑡 − e−𝑡

2

2

= 1 +
e𝑡 − e−𝑡 2

4
=
4 + e𝑡 − e−𝑡 2

4

=
e𝑡 + e−𝑡 2

4
=

e𝑡 + e−𝑡

2

2

= cosh2 𝑡

d𝑥 =
e𝑡 + e−𝑡

2
d𝑡 = cosh 𝑡 d𝑡

より

解②
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න
1

1 + 𝑥2
d𝑥 = න

1

cosh 𝑡
cosh 𝑡 d𝑡 = නd𝑡

= 𝑡 + 𝐶′ （𝐶′は積分定数）

= sinh−1 𝑥 + 𝐶′

解②
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ここで、𝑥 = sinh 𝑡 =
e𝑡 − e−𝑡

2
より

e𝑡 − e−𝑡 = 2𝑥

e2𝑡 − 1 = 2𝑥e𝑡

e2𝑡 − 2𝑥e𝑡 − 1 = 0

これを解くと、e𝑡 = 𝑥 ± 𝑥2 + 1 となるが、e𝑡 > 0だから

e𝑡 = 𝑥 + 𝑥2 + 1

∴ 𝑡 = log 𝑥 + 𝑥2 + 1 = log 𝑥 + 1 + 𝑥2

解②



12Kagoshima University wata104@eee

以上より

න 1 + 𝑥2d𝑥 =
1

2
𝑥 1 + 𝑥2 +

1

2
න

1

1 + 𝑥2
d𝑥

=
1

2
𝑥 1 + 𝑥2 +

1

2
sinh−1 𝑥 + 𝐶 （𝐶は積分定数）

=
1

2
𝑥 1 + 𝑥2 +

1

2
log 𝑥 + 1 + 𝑥2 + 𝐶

=
1

2
𝑥 1 + 𝑥2 + log 𝑥 + 1 + 𝑥2 + 𝐶

解②
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𝑥 + 1 + 𝑥2 = 𝑢 とおくと

1 + 𝑥2 = 𝑢 − 𝑥

1 + 𝑥2 = 𝑢 − 𝑥 2 = 𝑢2 − 2𝑢𝑥 + 𝑥2

1 = 𝑢2 − 2𝑢𝑥

2𝑢𝑥 = 𝑢2 − 1

∴ 𝑥 =
1

2𝑢
𝑢2 − 1 =

1

2
𝑢 −

1

𝑢

より

解③

置換 1 + 𝑥2 = 𝑢 − 𝑥 を
オイラー置換という
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d𝑥 =
1

2
1 +

1

𝑢2
d𝑢

だから

න 1 + 𝑥2d𝑥 = න 1 +
1

4
𝑢 −

1

𝑢

2

∙
1

2
1 +

1

𝑢2
d𝑢

= න
1

2
4 + 𝑢 −

1

𝑢

2

∙
1

2
1 +

1

𝑢2
d𝑡 = න

1

2
𝑢 +

1

𝑢

2

∙
1

2
1 +

1

𝑢2
d𝑢

=
1

4
න 𝑢 +

1

𝑢
1 +

1

𝑢2
d𝑡 =

1

4
න 𝑢 +

1

𝑢3
+
2

𝑢
d𝑡

解③
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=
1

4

𝑢2

2
−

1

2𝑢2
+ 2 log 𝑢 + 𝐶 𝐶は積分定数

=
1

8
𝑢2 −

1

𝑢2
+
1

2
log 𝑢 + 𝐶 =

1

8
𝑢 −

1

𝑢
𝑢 +

1

𝑢
+
1

2
log 𝑢 + 𝐶

=
1

2
∙
1

2
𝑢 −

1

𝑢
∙
1

2
𝑢 +

1

𝑢
+
1

2
log 𝑢 + 𝐶

=
1

2
∙
1

2
𝑢 −

1

𝑢
∙ 𝑢 −

1

2
𝑢 −

1

𝑢
+
1

2
log 𝑢 + 𝐶

=
1

2
∙ 𝑥 ∙ 𝑢 − 𝑥 +

1

2
log 𝑢 + 𝐶

解③
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=
1

2
∙ 𝑥 ∙ 1 + 𝑥2 +

1

2
log 𝑥 + 1 + 𝑥2 + 𝐶

=
1

2
𝑥 1 + 𝑥2 + log 𝑥 + 1 + 𝑥2 + 𝐶

解③
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𝑥 = tan 𝜃 =
sin 𝜃

cos 𝜃
とおくと

1 + 𝑥2 = 1 + tan2 𝜃 = 1 +
sin2 𝜃

cos2 𝜃
=
cos2 𝜃 + sin2 𝜃

cos2 𝜃
=

1

cos2 𝜃

d𝑥 =
cos 𝜃 ∙ cos 𝜃 − sin 𝜃 ∙ − sin 𝜃

cos2 𝜃
d𝜃 =

1

cos2 𝜃
d𝜃

より

න 1 + 𝑥2d𝑥 = න
1

cos 𝜃

1

cos2 𝜃
d𝜃 = න

1

cos3 𝜃
d𝜃

= න
1

cos 𝜃
tan 𝜃 ′d𝜃 =

1

cos 𝜃
tan 𝜃 − න

1

cos 𝜃

′

tan 𝜃 d𝜃

解④ cos2 𝜃 + sin2 𝜃 = 1 より

1 + tan2 𝜃 =
1

cos2 𝜃
を利用する
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=
tan 𝜃

cos 𝜃
− න

sin 𝜃

cos2 𝜃
tan 𝜃 d𝜃 =

tan 𝜃

cos 𝜃
− න

sin2 𝜃

cos3 𝜃
d𝜃

=
tan 𝜃

cos 𝜃
− න

1 − cos2 𝜃

cos3 𝜃
d𝜃

=
tan 𝜃

cos 𝜃
−න

1

cos3 𝜃
d𝜃 +න

1

cos 𝜃
d𝜃

したがって、

න 1 + 𝑥2d𝑥 = න
1

cos3 𝜃
d𝜃 =

1

2

tan 𝜃

cos 𝜃
+ න

1

cos 𝜃
d𝜃

解④
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ここで、

න
1

cos 𝜃
d𝜃 = න

cos 𝜃

cos2 𝜃
d𝜃 = න

cos 𝜃

1 − sin2 𝜃
d𝜃

= න
cos 𝜃

1 + sin 𝜃 1 − sin 𝜃
d𝜃 =

1

2
න

cos 𝜃

1 + sin 𝜃
+

cos 𝜃

1 − sin 𝜃
d𝜃

=
1

2
log 1 + sin 𝜃 − log 1 − sin 𝜃 + 𝐶′ 𝐶′は積分定数

=
1

2
log

1 + sin 𝜃

1 − sin 𝜃
+ 𝐶′ =

1

2
log

1 + sin 𝜃 2

1 − sin2 𝜃
+ 𝐶′

解④



20Kagoshima University wata104@eee

=
1

2
log

1 + sin 𝜃

cos 𝜃

2

+ 𝐶′ = log
1 + sin 𝜃

cos 𝜃
+ 𝐶′

= log
1

cos 𝜃
+ tan 𝜃 + 𝐶′ = log tan 𝜃 +

1

cos 𝜃
+ 𝐶′

であるから

න 1 + 𝑥2d𝑥 =
1

2

tan 𝜃

cos 𝜃
+ log tan 𝜃 +

1

cos 𝜃
+ 𝐶 𝐶は積分定数

=
1

2
𝑥 1 + 𝑥2 + log 𝑥 + 1 + 𝑥2 + 𝐶

解④
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𝑥 = tan 𝜃 =
sin 𝜃

cos 𝜃
とおくと

1 + 𝑥2 = 1 + tan2 𝜃 = 1 +
sin2 𝜃

cos2 𝜃
=
cos2 𝜃 + sin2 𝜃

cos2 𝜃
=

1

cos2 𝜃

d𝑥 =
cos 𝜃 ∙ cos 𝜃 − sin 𝜃 ∙ − sin 𝜃

cos2 𝜃
d𝜃 =

1

cos2 𝜃
d𝜃

より

න 1 + 𝑥2d𝑥 = න
1

cos 𝜃

1

cos2 𝜃
d𝜃 = න

1

cos3 𝜃
d𝜃

= න
cos 𝜃

cos4 𝜃
d𝜃 = න

cos 𝜃

1 − sin2 𝜃 2
d𝜃

解⑤ cos2 𝜃 + sin2 𝜃 = 1 より

1 + tan2 𝜃 =
1

cos2 𝜃
を利用する
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= න
cos 𝜃

1 + sin 𝜃 2 1 − sin 𝜃 2
d𝜃

= න
1

2

1

2

1

1 + sin 𝜃 2
+

1

1 − sin 𝜃 2
+

1

1 + sin 𝜃 1 − sin 𝜃
cos 𝜃 d𝜃

= න
1

2
ቊ
1

2

1

1 + sin 𝜃 2
+

1

1 − sin 𝜃 2

ቋ+
1

2

1

1 + sin 𝜃
+

1

1 − sin 𝜃
cos 𝜃 d𝜃

=
1

4
න

1

1 + sin 𝜃 2
+

1

1 − sin 𝜃 2
+

1

1 + sin 𝜃
+

1

1 − sin 𝜃
cos 𝜃 d𝜃

解⑤
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=
1

4
−

1

1 + sin 𝜃
+

1

1 − sin 𝜃
+ log 1 + sin 𝜃 − log 1 − sin 𝜃 + 𝐶

（𝐶 は積分定数）

=
1

4

2 sin 𝜃

1 + sin 𝜃 1 − sin 𝜃
+ log

1 + sin 𝜃

1 − sin 𝜃
+ 𝐶

=
1

4

2 sin 𝜃

1 − sin2 𝜃
+ log

1 + sin 𝜃 2

1 − sin2 𝜃
+ 𝐶

=
1

4

2 sin 𝜃

cos2 𝜃
+ log

1 + sin 𝜃 2

cos2 𝜃
+ 𝐶

解⑤
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=
1

2

sin 𝜃

cos2 𝜃
+ log

1 + sin 𝜃

cos 𝜃
+ 𝐶 =

1

2

tan 𝜃

cos 𝜃
+ log

1

cos 𝜃
+ tan 𝜃 + 𝐶

=
1

2

tan 𝜃

cos 𝜃
+ log tan 𝜃 +

1

cos 𝜃
+ 𝐶

=
1

2
𝑥 1 + 𝑥2 + log 𝑥 + 1 + 𝑥2 + 𝐶

解⑤
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