
撓みは3乗、反りは2乗

渡邉俊夫
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板に外力を与えて撓み（たわみ）を生じさせたときの曲げ半径の大きさから、板の
ヤング率を求めることができる。

いっぽう、板のヤング率が既知であれば、その表面に薄膜を堆積して反りが生じ
たときの曲げ半径の大きさから、堆積した薄膜の内部応力の大きさを求めること
ができる。

本稿では、この2つの場合で曲げ半径の板厚に対する依存性が異なり、撓みでは
厚さの3乗、反りでは厚さの2乗に比例することを示す。

板の撓みと反り
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厚さ 𝑑 の板を上に凸に曲げたとき、上面では伸び、下面では縮んでいるから、
その間に伸び縮みのない層がある。これを中立層という。

板の厚さ方向に 𝑧 軸をとって、上面を 𝑧 ൌ 0、下面を 𝑧 ൌ 𝑑、中立層の位置を
𝑧 ൌ 𝜉 とする。曲げ半径を 𝑅、曲げ角を 𝜃 とすると、位置 𝑧 の層の歪み変形量は

𝜀 ൌ
𝑅 െ 𝑧 𝑑𝜃 െ 𝑅 െ 𝜉 𝑑𝜃

𝑅 െ 𝜉 𝑑𝜃 ൌ
𝜉 െ 𝑧
𝑅 െ 𝜉 ≅

𝜉 െ 𝑧
𝑅

である。したがって、板の（奥行の）幅を 𝑎 とすると、位置 𝑧 における断面積 𝑎𝑑𝑧
の層に働く力 𝑑𝑇 は、奥行方向の歪みの影響を無視すれば（ポアソン比 𝜈 ൌ 0 に
相当）、板のヤング率を 𝐸 として

𝑑𝑇 ൌ 𝐸𝜀 · 𝑎𝑑𝑧 ൌ
𝐸𝑎
𝑅 𝜉 െ 𝑧 𝑑𝑧

となる。𝑧 ൏ 𝜉（上面側）では引張応力、
𝑧 ൐ 𝜉（下面側）では圧縮応力が働く。

板の曲げ

𝑧 ൌ 0

𝑧 ൌ 𝜉

𝑧 ൌ 𝑑
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𝑧 ൌ 0

𝑧 ൌ 𝜉

𝑧 ൌ 𝑑

板面に垂直な外力を受けて板が撓んでいる場合、板の断面全体に働く力がつり
合っていることから

𝑇 ൌ න 𝑑𝑇
ௗ

଴
ൌ න

𝐸𝑎
𝑅 𝜉 െ 𝑧 𝑑𝑧

ௗ

଴
ൌ

𝐸𝑎
𝑅 𝜉𝑧 െ

𝑧ଶ

2 ଴

ௗ

ൌ
𝐸𝑎
𝑅 𝜉𝑑 െ

𝑑ଶ

2 ൌ 0

∴ 𝜉 ൌ
𝑑
2

この場合、中立層は板の厚さの
1 2⁄ の位置にある。

板の撓み
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また、中立層（𝑧 ൌ 𝜉）に対する曲げモーメントと外力によるモーメント 𝑁 がつり
合っていることから

𝑁 ൌ െ න 𝑧 െ 𝜉 𝑑𝑇
ௗ

଴
ൌ න

𝐸𝑎
𝑅 𝑧 െ 𝜉 ଶ𝑑𝑧

ௗ

଴
ൌ න

𝐸𝑎
𝑅 𝑧 െ

𝑑
2

ଶ

𝑑𝑧
ௗ

଴

ൌ
𝐸𝑎
𝑅

1
3 𝑧 െ

𝑑
2

ଷ

଴

ௗ

ൌ
𝐸𝑎
3𝑅 𝑑 െ

𝑑
2

ଷ

െ െ
𝑑
2

ଷ

ൌ
𝐸𝑎

12𝑅 𝑑ଷ

∴ 𝑅 ൌ
𝐸𝑎

12𝑁 𝑑ଷ

この場合、曲げ半径 𝑅 は板厚 𝑑 の3乗に
比例する。

板の撓み

𝑧 ൌ 0

𝑧 ൌ 𝜉

𝑧 ൌ 𝑑
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板の上面に堆積した薄膜の応力により板が反っている場合は、上面（𝑧 ൌ 0）に
対する曲げモーメントがつり合っていることから

0 ൌ න 𝑧𝑑𝑇
ௗ

଴
ൌ න

𝐸𝑎
𝑅 𝑧 𝜉 െ 𝑧 𝑑𝑧

ௗ

଴
ൌ න

𝐸𝑎
𝑅 𝜉𝑧 െ 𝑧ଶ 𝑑𝑧

ௗ

଴

ൌ
𝐸𝑎
𝑅

𝜉𝑧ଶ

2 െ
𝑧ଷ

3 ଴

ௗ

ൌ
𝐸𝑎
𝑅

𝜉𝑑ଶ

2 െ
𝑑ଷ

3 ൌ
𝐸𝑎𝑑ଶ

𝑅
𝜉
2 െ

𝑑
3

∴ 𝜉 ൌ
2
3 𝑑

この場合、中立層は板の上面から
厚さの 2 3⁄ の位置にある。

𝑧 ൌ 0

𝑧 ൌ 𝜉

𝑧 ൌ 𝑑

板の反り
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また、板の断面全体に働く力が薄膜（厚さ 𝑡）の応力 𝜎 による力とつり合っているこ
とから

𝜎 · 𝑎𝑡 ൌ න 𝑑𝑇
ௗ

଴
ൌ න

𝐸𝑎
𝑅 𝜉 െ 𝑧 𝑑𝑧

ௗ

଴
ൌ න

𝐸𝑎
𝑅

2𝑑
3 𝑧 െ 𝑧 𝑑𝑧

ௗ

଴

ൌ
𝐸𝑎
𝑅

2𝑑
3 𝑧 െ

𝑧ଶ

2 ଴

ௗ

ൌ
𝐸𝑎
𝑅

2𝑑ଶ

3 െ
𝑑ଶ

2 ൌ
𝐸𝑎
6𝑅 𝑑ଶ

∴ 𝑅 ൌ
𝐸

6𝜎𝑡 𝑑ଶ

この場合、曲げ半径 𝑅 は板厚 𝑑 の2乗に
比例する。

板の反り

𝑧 ൌ 0

𝑧 ൌ 𝜉

𝑧 ൌ 𝑑
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 板面に垂直な外力を受けて板が撓んでいる場合

 中立層は、板の厚さの1 2⁄ の位置にある。

 曲げ半径は、板厚の3乗に比例する。

 上面に堆積した薄膜の応力により板が反っている場合

 中立層は、板の上面から厚さの 2 3⁄ の位置にある。

 曲げ半径は、板厚の2乗に比例する。

まとめ
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板のポアソン比 𝜈 を考慮した場合、𝑥 方向に応力 𝜎௫ を印加すると、𝑥 方向の

歪み 𝜀௫ ൌ
𝜎௫
𝐸  だけでなく、𝑦 方向にも歪み 𝜀௬ ൌ െ𝜈𝜀௫ ൌ െ𝜈

𝜎௫
𝐸  が生じる。

同様に、𝑦 方向に応力 𝜎௬ を印加すると、𝑦 方向の歪み 𝜀௬ ൌ
𝜎௬

𝐸  だけでなく、

𝑥 方向にも歪み 𝜀௫ ൌ െ𝜈𝜀௬ ൌ െ𝜈
𝜎௬

𝐸  が生じる。

したがって、𝜎௫ と 𝜎௬ がともに存在するときの歪みは

𝑥 方向： 𝜀௫ ൌ
𝜎௫
𝐸 െ 𝜈

𝜎௬

𝐸 ൌ
𝜎௫ െ 𝜈𝜎௬

𝐸

𝑦 方向： 𝜀௬ ൌ
𝜎௬

𝐸 െ 𝜈
𝜎௫
𝐸 ൌ

𝜎௬ െ 𝜈𝜎௫

𝐸
となる。

補足：ポアソン比
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長方形の板を 𝑦 方向の曲げモーメントなしで曲げるときは、
𝜎௬ ൌ 0 であるから

𝜀௫ ൌ
𝜎௫ െ 𝜈𝜎௬

𝐸 ൌ
𝜎௫
𝐸

𝜀௬ ൌ
𝜎௬ െ 𝜈𝜎௫

𝐸 ൌ െ𝜈
𝜎௫
𝐸

となる。したがって、𝑥 方向、𝑦 方向の曲げ半径は

𝑅௫ ൌ
𝐸𝑎

12𝑁 𝑑ଷ

𝑅௬ ൌ െ
𝐸𝑎

12𝜈𝑁 𝑑ଷ ൌ െ
𝑅௫
𝜈

であり、𝑦 方向の曲げは 𝑥 方向と逆符号になる。すなわち、𝑥 方向へ上に凸に曲げ
たとき、𝑦 方向へ下に凸の曲げが生じる。

補足：単純曲げ

𝑦

𝑥
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長方形の板を円筒状に曲げるときは、𝜀௬ ൌ 0 であるから

𝜀௬ ൌ
𝜎௬ െ 𝜈𝜎௫

𝐸 ൌ 0 ∴ 𝜎௬ ൌ 𝜈𝜎௫

の応力が 𝑦 方向に存在し、

𝜀௫ ൌ
𝜎௫ െ 𝜈𝜎௬

𝐸 ൌ
𝜎௫ െ 𝜈 · 𝜈𝜎௫

𝐸 ൌ
1 െ 𝜈ଶ 𝜎௫

𝐸
となる。したがって、外力により長方形の板を円筒状に撓ませた場合の曲げ半径は

𝑅 ൌ
𝐸𝑎

12 1 െ 𝜈ଶ 𝑁 𝑑ଷ

である。

補足：円筒曲げ

𝑦

𝑥
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円板が一様に曲がっているときは、𝜎௫ ൌ 𝜎௬ であるから

𝜀௫ ൌ
𝜎௫ െ 𝜈𝜎௬

𝐸 ൌ
𝜎௫ െ 𝜈𝜎௫

𝐸 ൌ
1 െ 𝜈 𝜎௫

𝐸
となる。したがって、上面に堆積した薄膜の応力により円板が反っている場合の
曲げ半径は

𝑅 ൌ
𝐸

6 1 െ 𝜈 𝜎𝑡 𝑑ଶ

である。

補足：円板曲げ
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