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（付録）除外者数 𝑅 の微分方程式の解 

 

除外者数 𝑅 の時間変化は、𝑅 𝜌⁄ ≪ 1 とすると 

  
𝑑𝑅
𝑑𝑡

𝛾 𝑁 𝑅 𝑆 𝑒 ⁄  

    𝛾 𝑁 𝑆
𝑆
𝜌

1 𝑅
𝑆

2𝜌
𝑅  

となる。これを解くために、まず 𝑑𝑅 𝑑𝑡⁄ 0 の場合の解を求めると 

  𝑁 𝑆
𝑆
𝜌

1 𝑅
𝑆

2𝜌
𝑅 0 

より 

  𝑅

𝑆
𝜌 1

𝑆
𝜌 1

2𝑆 𝑁 𝑆
𝜌

𝑆
𝜌

𝜌
𝑆

𝑆
𝜌

1 𝛼 𝑅  

となる。ただし、 

  𝛼
𝑆
𝜌

1
2𝑆 𝑁 𝑆

𝜌
 

であり、𝑅  の正負は 

  𝑅

𝑆
𝜌 1

𝑆
𝜌 1

2𝑆 𝑁 𝑆
𝜌

𝑆
𝜌

𝜌
𝑆

𝑆
𝜌

1 𝛼 0 

  𝑅

𝑆
𝜌 1

𝑆
𝜌 1

2𝑆 𝑁 𝑆
𝜌

𝑆
𝜌

𝜌
𝑆

𝑆
𝜌

1 𝛼 0 

である。これより 

  
𝑑𝑅
𝑑𝑡

𝛾 𝑁 𝑆
𝑆
𝜌

1 𝑅
𝑆

2𝜌
𝑅  

    
𝑆 𝛾
2𝜌

𝑅 𝑅 𝑅 𝑅  

 ∴
1

𝑅 𝑅 𝑅 𝑅
𝑑𝑅
𝑑𝑡

𝑆 𝛾
2𝜌

 

であるから 



伝染のレート方程式 付録 

2 
 

  
1

𝑅 𝑅
1

𝑅 𝑅
1

𝑅 𝑅
𝑑𝑅
𝑑𝑡

𝑆 𝛾
2𝜌

 

となるが、 

  𝑅 𝑅
𝜌
𝑆

𝑆
𝜌

1 𝛼
𝜌
𝑆

𝑆
𝜌

1 𝛼
2𝜌 𝛼

𝑆
 

より 

  
𝑆

2𝜌 𝛼
1

𝑅 𝑅
1

𝑅 𝑅
𝑑𝑅
𝑑𝑡

𝑆 𝛾
2𝜌

 

 ∴
1

𝑅 𝑅
1

𝑅 𝑅
𝑑𝑅
𝑑𝑡

𝛼𝛾 

である。これを積分すると、𝐶 を定数として 

  log|𝑅 𝑅| log|𝑅 𝑅| 𝛼𝛾𝑡 𝐶 

  log|𝑅 𝑅| log|𝑅 𝑅| 𝛼𝛾𝑡 𝐶 

  log
𝑅 𝑅
𝑅 𝑅

𝛼𝛾𝑡 𝐶 

であるが、𝑒 𝐴 とおくと、𝑅 0 に注意して 

  
𝑅 𝑅
𝑅 𝑅

𝐴 exp 𝛼𝛾𝑡  

となる。ここで、𝑡 0 における初期条件を 𝑅 0 0 とすると、 

  
𝑅
𝑅

𝐴 

であるから 

  𝑅 𝑅 𝑅 𝑅
𝑅
𝑅

exp 𝛼𝛾𝑡  

  
𝑅
𝑅

exp 𝛼𝛾𝑡 1 𝑅 𝑅 exp 𝛼𝛾𝑡 1  

 ∴ 𝑅 𝑅
exp 𝛼𝛾𝑡 1

𝑅
𝑅 exp 𝛼𝛾𝑡 1

𝑅 𝑅
exp 𝛼𝛾𝑡 1

𝑅 exp 𝛼𝛾𝑡 𝑅
 

    
𝑁 𝑆

𝑆
2𝜌

exp 𝛼𝛾𝑡 1

𝜌
𝑆

𝑆
𝜌 1 𝛼 exp 𝛼𝛾𝑡

𝜌
𝑆

𝑆
𝜌 1 𝛼

 

    2 𝑁 𝑆
exp 𝛼𝛾𝑡 1

𝑆
𝜌 1 𝛼 exp 𝛼𝛾𝑡

𝑆
𝜌 1 𝛼
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    2 𝑁 𝑆
exp 𝛼𝛾𝑡 1

𝑆
𝜌 1 exp 𝛼𝛾𝑡 1 𝛼 exp 𝛼𝛾𝑡 1

 

    2 𝑁 𝑆
exp 𝛼𝛾𝑡 1

𝛼 exp 𝛼𝛾𝑡 1
𝑆
𝜌 1 exp 𝛼𝛾𝑡 1

 

    2 𝑁 𝑆
sinh

𝛼𝛾𝑡
2

𝛼 cosh
𝛼𝛾𝑡

2
𝑆
𝜌 1 sinh

𝛼𝛾𝑡
2

 

となる。ここで、 

  cosh 𝜙
𝛼

𝛼
𝑆
𝜌 1

𝜌𝛼

2𝑆 𝑁 𝑆
 

  sinh 𝜙

𝑆
𝜌 1

𝛼
𝑆
𝜌 1

𝜌
𝑆
𝜌 1

2𝑆 𝑁 𝑆
 

すなわち 

  tanh 𝜙

𝑆
𝜌 1

𝛼
 

とおくと 

  𝑅 2 𝑁 𝑆
sinh 𝜙 cosh

𝛼𝛾𝑡
2 𝜙 cosh 𝜙 sinh

𝛼𝛾𝑡
2 𝜙

2𝑆 𝑁 𝑆
𝜌 cosh

𝛼𝛾𝑡
2 𝜙

 

   
𝜌
𝑆

𝑆
𝜌 1 cosh

𝛼𝛾𝑡
2 𝜙 𝛼 sinh

𝛼𝛾𝑡
2 𝜙

cosh
𝛼𝛾𝑡

2 𝜙
 

   
𝜌
𝑆

𝑆
𝜌

1 𝛼 tanh
𝛼𝛾𝑡

2
𝜙  

を得る。 
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