
2026.7.27
渡邉 俊夫

ヤコビアンの計算（２）
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𝑢 = 1 + 𝑥𝑦 3𝑧 + 𝑦2 1 + 𝑥𝑦 4 + 3𝑥𝑦

𝑣 = 𝑦 + 3𝑥 1 + 𝑥𝑦 2𝑧 + 3𝑥𝑦2 4 + 3𝑥𝑦

𝑤 = 2𝑥 − 3𝑥2𝑦 − 𝑥3𝑧

のヤコビアン 𝐽 =

𝑢𝑥 𝑢𝑦 𝑢𝑧
𝑣𝑥 𝑣𝑦 𝑣𝑧
𝑤𝑥 𝑤𝑦 𝑤𝑧

を求めなさい。

ただし、𝑝 = 𝑢, 𝑣, 𝑤および 𝑞 = 𝑥, 𝑦, 𝑧として、𝑝𝑞 =
𝜕𝑝

𝜕𝑞
である。

問題
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𝑠 = 1 + 𝑥𝑦

𝑡 = 1 + 𝑥𝑦 2𝑧 + 𝑦2 4 + 3𝑥𝑦 = 𝑠2𝑧 + 𝑦2 4 + 3𝑥𝑦

とおくと

𝑢 = 1 + 𝑥𝑦 3𝑧 + 𝑦2 1 + 𝑥𝑦 4 + 3𝑥𝑦

= 1 + 𝑥𝑦 1 + 𝑥𝑦 2𝑧 + 𝑦2 4 + 3𝑥𝑦 = 𝑠𝑡

𝑣 = 𝑦 + 3𝑥 1 + 𝑥𝑦 2𝑧 + 3𝑥𝑦2 4 + 3𝑥𝑦

= 𝑦 + 3𝑥 1 + 𝑥𝑦 2𝑧 + 𝑦2 4 + 3𝑥𝑦 = 𝑦 + 3𝑥𝑡

となる。

媒介変数 𝑠, 𝑡
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さらに

𝑦 =
𝑠 − 1

𝑥

𝑧 =
𝑡 − 𝑦2 4 + 3𝑥𝑦

𝑠2
=
𝑡 − 𝑦2 4 + 3 𝑠 − 1

𝑠2
=
𝑡 − 𝑦2 3𝑠 + 1

𝑠2

より

𝑣 = 𝑦 + 3𝑥𝑡 =
𝑠 − 1

𝑥
+ 3𝑥𝑡

𝑤 = 2𝑥 − 3𝑥2𝑦 − 𝑥3𝑧 = 𝑥 2 − 3𝑥𝑦 − 𝑥2𝑧

= 𝑥 2 − 3 𝑠 − 1 − 𝑥2
𝑡 − 𝑦2 3𝑠 + 1

𝑠2

媒介変数 𝑠, 𝑡
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= 𝑥 5 − 3𝑠 −
𝑥2𝑡 − 𝑥2𝑦2 3𝑠 + 1

𝑠2
= 𝑥 5 − 3𝑠 −

𝑥2𝑡 − 𝑠 − 1 2 3𝑠 + 1

𝑠2

=
𝑥

𝑠2
5𝑠2 − 3𝑠3 − 𝑥2𝑡 + 𝑠 − 1 2 3𝑠 + 1

=
𝑥

𝑠2
5𝑠2 − 3𝑠3 + 𝑠2 − 2𝑠 + 1 3𝑠 + 1 − 𝑥2𝑡

=
𝑥

𝑠2
5𝑠2 − 3𝑠3 + 3𝑠3 − 6𝑠2 + 3𝑠 + 𝑠2 − 2𝑠 + 1 − 𝑥2𝑡

=
𝑥 𝑠 + 1 − 𝑥2𝑡

𝑠2

となる。

媒介変数 𝑠, 𝑡
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したがって、𝐹: 𝑥, 𝑦, 𝑧 → 𝑢, 𝑣, 𝑤 は

𝐺: 𝑥, 𝑦, 𝑧 → 𝑥, 𝑠, 𝑡

𝑠 = 1 + 𝑥𝑦

𝑡 = 1 + 𝑥𝑦 2𝑧 + 𝑦2 4 + 3𝑥𝑦

と

𝐻: 𝑥, 𝑠, 𝑡 → 𝑢, 𝑣, 𝑤

𝑣 =
𝑠 − 1

𝑥
+ 3𝑥𝑡

𝑤 =
𝑥

𝑠2
𝑠 + 1 − 𝑥2𝑡

の合成写像で表される。

写像の分解
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𝐺: 𝑥, 𝑦, 𝑧 → 𝑥, 𝑠, 𝑡  について 

𝑠𝑥 =
𝜕𝑠

𝜕𝑥
=

𝜕

𝜕𝑥
1 + 𝑥𝑦 = 𝑦

𝑠𝑦 =
𝜕𝑠

𝜕𝑦
=

𝜕

𝜕𝑦
1 + 𝑥𝑦 = 𝑥

𝑠𝑧 =
𝜕𝑠

𝜕𝑧
=

𝜕

𝜕𝑧
1 + 𝑥𝑦 = 0

𝑡𝑥 =
𝜕𝑡

𝜕𝑥
=

𝜕

𝜕𝑥
1 + 𝑥𝑦 2𝑧 + 𝑦2 4 + 3𝑥𝑦 = 2𝑦 1 + 𝑥𝑦 𝑧 + 3𝑦3

𝑡𝑦 =
𝜕𝑡

𝜕𝑦
=

𝜕

𝜕𝑦
1 + 𝑥𝑦 2𝑧 + 𝑦2 4 + 3𝑥𝑦 = 2𝑥 1 + 𝑥𝑦 𝑧 + 8𝑦 + 9𝑥𝑦2

𝑡𝑧 =
𝜕𝑡

𝜕𝑧
=

𝜕

𝜕𝑧
1 + 𝑥𝑦 2𝑧 + 𝑦2 4 + 3𝑥𝑦 = 1 + 𝑥𝑦 2

写像 𝐺
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だから、𝐺のヤコビアンは

𝐽𝐺 =

𝑥𝑥 𝑥𝑦 𝑥𝑧
𝑠𝑥 𝑠𝑦 𝑠𝑧
𝑡𝑥 𝑡𝑦 𝑡𝑧

=

1 0 0
𝑠𝑥 𝑠𝑦 𝑠𝑧
𝑡𝑥 𝑡𝑦 𝑡𝑧

=
𝑠𝑦 𝑠𝑧
𝑡𝑦 𝑡𝑧

= 𝑠𝑦𝑡𝑧 − 𝑠𝑧𝑡𝑦

= 𝑥 ∙ 1 + 𝑥𝑦 2 − 0 ∙ 𝑡𝑦 = 𝑥 ∙ 1 + 𝑥𝑦 2 = 𝑥𝑠2

となる。

写像 𝐺 のヤコビアン
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𝐻: 𝑥, 𝑠, 𝑡 → 𝑢, 𝑣, 𝑤  について 

𝑢𝑥 =
𝜕𝑢

𝜕𝑥
=

𝜕

𝜕𝑥
𝑠𝑡 = 0

𝑢𝑠 =
𝜕𝑢

𝜕𝑠
=

𝜕

𝜕𝑠
𝑠𝑡 = 𝑡

𝑢𝑡 =
𝜕𝑢

𝜕𝑡
=

𝜕

𝜕𝑡
𝑠𝑡 = 𝑠

𝑣𝑥 =
𝜕𝑣

𝜕𝑥
=

𝜕

𝜕𝑥

𝑠 − 1

𝑥
+ 3𝑥𝑡 = −

𝑠 − 1

𝑥2
+ 3𝑡 = −

𝑠 − 1 − 3𝑥2𝑡

𝑥2

𝑣𝑠 =
𝜕𝑣

𝜕𝑠
=

𝜕

𝜕𝑠

𝑠 − 1

𝑥
+ 3𝑥𝑡 =

1

𝑥

𝑣𝑡 =
𝜕𝑣

𝜕𝑡
=

𝜕

𝜕𝑡

𝑠 − 1

𝑥
+ 3𝑥𝑡 = 3𝑥

写像 𝐻
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𝑤𝑥 =
𝜕𝑤

𝜕𝑥
=

𝜕

𝜕𝑥

𝑥

𝑠2
𝑠 + 1 − 𝑥2𝑡 =

𝑠 + 1 − 2𝑥2𝑡

𝑠2

𝑤𝑠 =
𝜕𝑤

𝜕𝑠
=

𝜕

𝜕𝑠

𝑥

𝑠2
𝑠 + 1 − 𝑥2𝑡 = 𝑥 −

1

𝑠2
− 2

1 − 𝑥2𝑡

𝑠3
= −

𝑥 𝑠 + 2 − 2𝑥2𝑡

𝑠3

𝑤𝑡 =
𝜕𝑤

𝜕𝑡
=

𝜕

𝜕𝑡

𝑥

𝑠2
𝑠 + 1 − 𝑥2𝑡 = −

𝑥3

𝑠2

写像 𝐻
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だから、𝐻のヤコビアンは

𝐽𝐻 =

𝑢𝑥 𝑢𝑠 𝑢𝑡
𝑣𝑥 𝑣𝑠 𝑣𝑡
𝑤𝑥 𝑤𝑠 𝑤𝑡

=
0 𝑡 𝑠
𝑣𝑥 𝑣𝑠 𝑣𝑡
𝑤𝑥 𝑤𝑠 𝑤𝑡

= 𝑡
𝑣𝑡 𝑣𝑥
𝑤𝑡 𝑤𝑥

+ 𝑠
𝑣𝑥 𝑣𝑠
𝑤𝑥 𝑤𝑠

= 𝑡 𝑣𝑡𝑤𝑥 − 𝑣𝑥𝑤𝑡 + 𝑠 𝑣𝑥𝑤𝑠 − 𝑣𝑠𝑤𝑥

= 𝑡 3𝑥 ∙
𝑠 + 1 − 2𝑥2𝑡

𝑠2
−
𝑠 − 1 − 3𝑥2𝑡

𝑥2
∙
𝑥3

𝑠2

+ 𝑠
𝑠 − 1 − 3𝑥2𝑡

𝑥2
∙
𝑥 𝑠 + 2 − 2𝑥2𝑡

𝑠3
−
1

𝑥
∙
𝑠 + 1 − 2𝑥2𝑡

𝑠2

=
𝑥𝑡

𝑠2
3 𝑠 + 1 − 2𝑥2𝑡 − 𝑠 − 1 − 3𝑥2𝑡

+
1

𝑥𝑠2
𝑠 − 1 − 3𝑥2𝑡 𝑠 + 2 − 2𝑥2𝑡 − 𝑠 𝑠 + 1 − 2𝑥2𝑡

写像 𝐻 のヤコビアン
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=
𝑥𝑡

𝑠2
2𝑠 + 4 − 6𝑥2𝑡

+
1

𝑥𝑠2
𝑠 − 1 𝑠 + 2 − 5𝑠𝑥2𝑡 + 2𝑥2𝑡 − 6𝑥2𝑡 + 6𝑥4𝑡2 − 𝑠 𝑠 + 1 − 3𝑥2𝑡

=
𝑥𝑡

𝑠2
2𝑠 + 4 − 6𝑥2𝑡

+
1

𝑥𝑠2
𝑠2 + 𝑠 − 2 − 5𝑠𝑥2𝑡 − 4𝑥2𝑡 + 6𝑥4𝑡2 − 𝑠2 − 𝑠 + 3𝑠𝑥2𝑡

=
𝑥𝑡

𝑠2
2𝑠 + 4 − 6𝑥2𝑡 +

1

𝑥𝑠2
−2 − 2𝑠𝑥2𝑡 − 4𝑥2𝑡 + 6𝑥4𝑡2

= −
2

𝑥𝑠2
+
𝑥𝑡

𝑠2
2𝑠 + 4 − 6𝑥2𝑡 +

𝑥𝑡

𝑠2
−2𝑠 − 4 + 6𝑥2𝑡

= −
2

𝑥𝑠2

写像 𝐻 のヤコビアン
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したがって、𝐺 と 𝐻の合成写像 𝐹のヤコビアンは

𝐽𝐹 = 𝐽𝐺 ∙ 𝐽𝐻 = 𝑥𝑠2 ∙ −
2

𝑥𝑠2
= −2

となる。

写像 𝐹 のヤコビアン



13Kagoshima University wata104@eee

𝑢 = 1 + 𝑥𝑦 3𝑧 + 𝑦2 1 + 𝑥𝑦 4 + 3𝑥𝑦

𝑣 = 𝑦 + 3𝑥 1 + 𝑥𝑦 2𝑧 + 3𝑥𝑦2 4 + 3𝑥𝑦

𝑤 = 2𝑥 − 3𝑥2𝑦 − 𝑥3𝑧

のヤコビアンは

𝐽 =

𝑢𝑥 𝑢𝑦 𝑢𝑧
𝑣𝑥 𝑣𝑦 𝑣𝑧
𝑤𝑥 𝑤𝑦 𝑤𝑧

= −2

である。
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  　 　 u =    (  1 + x y ) 3 z +  y 2  (  1 + x y )  (  4 + 3 x y )


  　 　 v = y + 3 x    (  1 + x y ) 2 z + 3 x  y 2  (  4 + 3 x y )


  　 　 w = 2 x − 3  x 2 y −  x 3 z


  の ヤコビアン   J =  |      u x   u y   u z    v x   v y   v z    w x   w y   w z |   を 求 め な さ い 。


  ただし、 p = u ,   v ,   w   お よ び   q = x ,   y ,   z   として 、  p q =   𝜕 p  𝜕 q   で あ る 。


  　 　 s = 1 + x y


  　 　 t =    (  1 + x y ) 2 z +  y 2  (  4 + 3 x y ) =  s 2 z +  y 2  (  4 + 3 x y )


  　 　 u =    (  1 + x y ) 3 z +  y 2  (  1 + x y )  (  4 + 3 x y )


  　 　       =  (  1 + x y )  {     (  1 + x y ) 2 z +  y 2  (  4 + 3 x y ) } = s t


  　 　 v = y + 3 x    (  1 + x y ) 2 z + 3 x  y 2  (  4 + 3 x y )


  　 　       = y + 3 x  {     (  1 + x y ) 2 z +  y 2  (  4 + 3 x y ) } = y + 3 x t


  s


  t


  　 　 y =   s − 1 x


  　 　 z =   t −  y 2  (  4 + 3 x y )   s 2 =   t −  y 2  (  4 + 3  (  s − 1 ) )   s 2 =   t −  y 2  (  3 s + 1 )   s 2


  　 　 v = y + 3 x t =   s − 1 x + 3 x t


  　 　 w = 2 x − 3  x 2 y −  x 3 z = x  (  2 − 3 x y −  x 2 z )


  　 　 　 = x  (  2 − 3  (  s − 1 ) −  x 2   t −  y 2  (  3 s + 1 )   s 2 )


  s


  t


  　 　 　 = x  (  5 − 3 s −    x 2 t −  x 2  y 2  (  3 s + 1 )   s 2 ) = x  (  5 − 3 s −    x 2 t −    (  s − 1 ) 2  (  3 s + 1 )   s 2 )


  　 　 　 =  x   s 2  (  5  s 2 − 3  s 3 −  x 2 t +    (  s − 1 ) 2  (  3 s + 1 ) )


  　 　 　 =  x   s 2  (  5  s 2 − 3  s 3 +  (   s 2 − 2 s + 1 )  (  3 s + 1 ) −  x 2 t )


  　 　 　 =  x   s 2  (  5  s 2 − 3  s 3 +  (  3  s 3 − 6  s 2 + 3 s +  s 2 − 2 s + 1 ) −  x 2 t )


  　 　 　 =   x  (  s + 1 −  x 2 t )   s 2


  s


  t


  F :    (  x ,   y , z ) →  (  u ,   v , w )


  　 G :    (  x ,   y , z ) →  (  x ,   s , t )


  　 　 s = 1 + x y


  　 　 t =    (  1 + x y ) 2 z +  y 2  (  4 + 3 x y )


  　 H :    (  x ,   s , t ) →  (  u ,   v , w )


  　 　 v =   s − 1 x + 3 x t


  　 　 w =  x   s 2  (  s + 1 −  x 2 t )


  G :    (  x ,   y , z ) →  (  x ,   s , t )


  　 　  s x =   𝜕 s  𝜕 x =  𝜕  𝜕 x  (  1 + x y ) = y


  　 　  s y =   𝜕 s  𝜕 y =  𝜕  𝜕 y  (  1 + x y ) = x


  　 　  s z =   𝜕 s  𝜕 z =  𝜕  𝜕 z  (  1 + x y ) = 0


  　 　  t x =   𝜕 t  𝜕 x =  𝜕  𝜕 x  (     (  1 + x y ) 2 z +  y 2  (  4 + 3 x y ) ) = 2 y  (  1 + x y ) z + 3  y 3


  　 　  t y =   𝜕 t  𝜕 y =  𝜕  𝜕 y  (     (  1 + x y ) 2 z +  y 2  (  4 + 3 x y ) ) = 2 x  (  1 + x y ) z + 8 y + 9 x  y 2


  　 　  t z =   𝜕 t  𝜕 z =  𝜕  𝜕 z  (     (  1 + x y ) 2 z +  y 2  (  4 + 3 x y ) ) =    (  1 + x y ) 2


  G


  G


  　 　  J G =  |      x x   x y   x z    s x   s y   s z    t x   t y   t z | =  |     1  0  0    s x   s y   s z    t x   t y   t z | =  |      s y   s z    t y   t z | =  s y  t z −  s z  t y


  　 　 　   = x ∙    (  1 + x y ) 2 − 0 ∙  t y = x ∙    (  1 + x y ) 2 = x  s 2


  G


  H :    (  x ,   s , t ) →  (  u ,   v , w )


  　 　  u x =   𝜕 u  𝜕 x =  𝜕  𝜕 x  (  s t ) = 0


  　 　  u s =   𝜕 u  𝜕 s =  𝜕  𝜕 s  (  s t ) = t


  　 　  u t =   𝜕 u  𝜕 t =  𝜕  𝜕 t  (  s t ) = s


  　 　  v x =   𝜕 v  𝜕 x =  𝜕  𝜕 x  (    s − 1 x + 3 x t ) = −   s − 1   x 2 + 3 t = −   s − 1 − 3  x 2 t   x 2


  　 　  v s =   𝜕 v  𝜕 s =  𝜕  𝜕 s  (    s − 1 x + 3 x t ) =  1 x


  　 　  v t =   𝜕 v  𝜕 t =  𝜕  𝜕 t  (    s − 1 x + 3 x t ) = 3 x


  H


  　 　  w x =   𝜕 w  𝜕 x =  𝜕  𝜕 x  (   x   s 2  (  s + 1 −  x 2 t ) ) =   s + 1 − 2  x 2 t   s 2


  　 　  w s =   𝜕 w  𝜕 s =  𝜕  𝜕 s  (   x   s 2  (  s + 1 −  x 2 t ) ) = x  (  −  1   s 2 − 2   1 −  x 2 t   s 3 ) = −   x  (  s + 2 − 2  x 2 t )   s 3


  　 　  w t =   𝜕 w  𝜕 t =  𝜕  𝜕 t  (   x   s 2  (  s + 1 −  x 2 t ) ) = −    x 3   s 2


  H


  H


  　 　  J H =  |      u x   u s   u t    v x   v s   v t    w x   w s   w t | =  |     0  t  s    v x   v s   v t    w x   w s   w t | = t  |      v t   v x    w t   w x | + s  |      v x   v s    w x   w s |


  　 　 　   = t  (   v t  w x −  v x  w t ) + s  (   v x  w s −  v s  w x )


  　 　 　   = t  (  3 x ∙   s + 1 − 2  x 2 t   s 2 −   s − 1 − 3  x 2 t   x 2 ∙    x 3   s 2 )


  　 　 　 　 　 　 　 + s  (    s − 1 − 3  x 2 t   x 2 ∙   x  (  s + 2 − 2  x 2 t )   s 3 −  1 x ∙   s + 1 − 2  x 2 t   s 2 )


  　 　 　   =   x t   s 2  (  3  (  s + 1 − 2  x 2 t ) −  (  s − 1 − 3  x 2 t ) )


  　 　 　 　 　 　 　 +  1  x  s 2  (   (  s − 1 − 3  x 2 t )  (  s + 2 − 2  x 2 t ) − s  (  s + 1 − 2  x 2 t ) )


  H


  　 　 　   =   x t   s 2  (  2 s + 4 − 6  x 2 t )


  　 　 　 　 　 　 　 +  1  x  s 2  (   (  s − 1 )  (  s + 2 ) − 5 s  x 2 t + 2  x 2 t − 6  x 2 t + 6  x 4  t 2 − s  (  s + 1 − 3  x 2 t ) )


  　 　 　   =   x t   s 2  (  2 s + 4 − 6  x 2 t )


  　 　 　 　 　 　 　 +  1  x  s 2  (   s 2 + s − 2 − 5 s  x 2 t − 4  x 2 t + 6  x 4  t 2 −  s 2 − s + 3 s  x 2 t )


  　 　 　   =   x t   s 2  (  2 s + 4 − 6  x 2 t ) +  1  x  s 2  (  − 2 − 2 s  x 2 t − 4  x 2 t + 6  x 4  t 2 )


  　 　 　   = −  2  x  s 2 +   x t   s 2  (  2 s + 4 − 6  x 2 t ) +   x t   s 2  (  − 2 s − 4 + 6  x 2 t )


  　 　 　   = −  2  x  s 2
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  　 　  J F =  J G ∙  J H = x  s 2 ∙  (  −  2  x  s 2 ) = − 2


  F


  　 　 u =    (  1 + x y ) 3 z +  y 2  (  1 + x y )  (  4 + 3 x y )


  　 　 v = y + 3 x    (  1 + x y ) 2 z + 3 x  y 2  (  4 + 3 x y )


  　 　 w = 2 x − 3  x 2 y −  x 3 z


  　 　 J =  |      u x   u y   u z    v x   v y   v z    w x   w y   w z | = − 2

