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ヤコビアンの計算
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𝑢 = 1 + 𝑥𝑦 3𝑧 + 𝑦2 1 + 𝑥𝑦 4 + 3𝑥𝑦

𝑣 = 𝑦 + 3𝑥 1 + 𝑥𝑦 2𝑧 + 3𝑥𝑦2 4 + 3𝑥𝑦

𝑤 = 2𝑥 − 3𝑥2𝑦 − 𝑥3𝑧

のヤコビアン 𝐽 =

𝑢𝑥 𝑢𝑦 𝑢𝑧
𝑣𝑥 𝑣𝑦 𝑣𝑧
𝑤𝑥 𝑤𝑦 𝑤𝑧

を求めなさい。

ただし、𝑝 = 𝑢, 𝑣, 𝑤および 𝑞 = 𝑥, 𝑦, 𝑧として、𝑝𝑞 =
𝜕𝑝

𝜕𝑞
である。

問題
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まず、偏微分を計算する。

𝑢 = 1 + 𝑥𝑦 3𝑧 + 𝑦2 1 + 𝑥𝑦 4 + 3𝑥𝑦

より、𝑢の偏微分は

𝑢𝑥 =
𝜕𝑢

𝜕𝑥
= 3𝑦 1 + 𝑥𝑦 2𝑧 + 𝑦3 4 + 3𝑥𝑦 + 3𝑦3 1 + 𝑥𝑦

= 3𝑦3 1 + 𝑥𝑦 + 𝑦3 4 + 3𝑥𝑦 + 3𝑦 1 + 𝑥𝑦 2𝑧

𝑢𝑦 =
𝜕𝑢

𝜕𝑦
= 3𝑥 1 + 𝑥𝑦 2𝑧 + 2𝑦 1 + 𝑥𝑦 4 + 3𝑥𝑦 + 𝑥𝑦2 4 + 3𝑥𝑦 + 3𝑥𝑦2 1 + 𝑥𝑦

= 3𝑥𝑦2 1 + 𝑥𝑦 + 𝑥𝑦2 4 + 3𝑥𝑦 + 2𝑦 1 + 𝑥𝑦 4 + 3𝑥𝑦 + 3𝑥 1 + 𝑥𝑦 2𝑧

𝑢𝑧 =
𝜕𝑢

𝜕𝑧
= 1 + 𝑥𝑦 3

偏微分：𝑢
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𝑣 = 𝑦 + 3𝑥 1 + 𝑥𝑦 2𝑧 + 3𝑥𝑦2 4 + 3𝑥𝑦

より、𝑣の偏微分は

𝑣𝑥 =
𝜕𝑣

𝜕𝑥
= 3 1 + 𝑥𝑦 2𝑧 + 6𝑥𝑦 1 + 𝑥𝑦 𝑧 + 3𝑦2 4 + 3𝑥𝑦 + 9𝑥𝑦3

= 9𝑥𝑦3 + 3𝑦2 4 + 3𝑥𝑦 + 6𝑥𝑦 1 + 𝑥𝑦 𝑧 + 3 1 + 𝑥𝑦 2𝑧

𝑣𝑦 =
𝜕𝑣

𝜕𝑦
= 1 + 6𝑥2 1 + 𝑥𝑦 𝑧 + 6𝑥𝑦 4 + 3𝑥𝑦 + 9𝑥2𝑦2

= 1 + 9𝑥2𝑦2 + 6𝑥𝑦 4 + 3𝑥𝑦 + 6𝑥2 1 + 𝑥𝑦 𝑧

𝑣𝑧 =
𝜕𝑣

𝜕𝑧
= 3𝑥 1 + 𝑥𝑦 2

偏微分：𝑣
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𝑤 = 2𝑥 − 3𝑥2𝑦 − 𝑥3𝑧

より、𝑤の偏微分は

𝑤𝑥 =
𝜕𝑤

𝜕𝑥
= 2 − 6𝑥𝑦 − 3𝑥2𝑧

𝑤𝑦 =
𝜕𝑤

𝜕𝑦
= −3𝑥2

𝑤𝑧 =
𝜕𝑤

𝜕𝑧
= −𝑥3

偏微分：𝑤
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ヤコビアンの行列式を余因子展開すると

𝐽 =

𝑢𝑥 𝑢𝑦 𝑢𝑧
𝑣𝑥 𝑣𝑦 𝑣𝑧
𝑤𝑥 𝑤𝑦 𝑤𝑧

= 𝑢𝑥
𝑣𝑦 𝑣𝑧
𝑤𝑦 𝑤𝑧

+ 𝑢𝑦
𝑣𝑧 𝑣𝑥
𝑤𝑧 𝑤𝑥

+ 𝑢𝑧
𝑣𝑥 𝑣𝑦
𝑤𝑥 𝑤𝑦

となる。そこで、余因子
𝑣𝑦 𝑣𝑧
𝑤𝑦 𝑤𝑧

,
𝑣𝑧 𝑣𝑥
𝑤𝑧 𝑤𝑥

,
𝑣𝑥 𝑣𝑦
𝑤𝑥 𝑤𝑦

を計算する。

行列式
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𝑣𝑦 𝑣𝑧
𝑤𝑦 𝑤𝑧

= 𝑣𝑦𝑤𝑧 − 𝑣𝑧𝑤𝑦

= 1 + 9𝑥2𝑦2 + 6𝑥𝑦 4 + 3𝑥𝑦 + 6𝑥2 1 + 𝑥𝑦 𝑧 ∙ −𝑥3

− 3𝑥 1 + 𝑥𝑦 2 ∙ −3𝑥2

= −𝑥3 − 9𝑥5𝑦2 − 6𝑥4𝑦 4 + 3𝑥𝑦 − 6𝑥5 1 + 𝑥𝑦 𝑧 + 9𝑥3 1 + 𝑥𝑦 2

= −𝑥3 − 9𝑥5𝑦2 + 9𝑥3 1 + 𝑥𝑦 2 − 6𝑥4𝑦 4 + 3𝑥𝑦 − 6𝑥5 1 + 𝑥𝑦 𝑧

余因子１
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𝑣𝑧 𝑣𝑥
𝑤𝑧 𝑤𝑥

= 𝑣𝑧𝑤𝑥 − 𝑣𝑥𝑤𝑧

= 3𝑥 1 + 𝑥𝑦 2 ∙ 2 − 6𝑥𝑦 − 3𝑥2𝑧

− 9𝑥𝑦3 + 3𝑦2 4 + 3𝑥𝑦 + 6𝑥𝑦 1 + 𝑥𝑦 𝑧 + 3 1 + 𝑥𝑦 2𝑧 ∙ −𝑥3

= 6𝑥 1 + 𝑥𝑦 2 − 18𝑥2𝑦 1 + 𝑥𝑦 2 − 9𝑥3 1 + 𝑥𝑦 2𝑧

+ 9𝑥4𝑦3 + 3𝑥3𝑦2 4 + 3𝑥𝑦 + 6𝑥4𝑦 1 + 𝑥𝑦 𝑧 + 3𝑥3 1 + 𝑥𝑦 2𝑧

= 9𝑥4𝑦3 + 6𝑥 1 + 𝑥𝑦 2 − 18𝑥2𝑦 1 + 𝑥𝑦 2 + 3𝑥3𝑦2 4 + 3𝑥𝑦

+ 6𝑥4𝑦 1 + 𝑥𝑦 𝑧 − 9𝑥3 1 + 𝑥𝑦 2𝑧 + 3𝑥3 1 + 𝑥𝑦 2𝑧

= 9𝑥4𝑦3 + 6𝑥 1 + 𝑥𝑦 2 − 18𝑥2𝑦 1 + 𝑥𝑦 2 + 3𝑥3𝑦2 4 + 3𝑥𝑦

+ 6𝑥4𝑦 1 + 𝑥𝑦 𝑧 − 6𝑥3 1 + 𝑥𝑦 2𝑧

余因子２
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𝑣𝑥 𝑣𝑦
𝑤𝑥 𝑤𝑦

= 𝑣𝑥𝑤𝑦 − 𝑣𝑦𝑤𝑥

= 9𝑥𝑦3 + 3𝑦2 4 + 3𝑥𝑦 + 6𝑥𝑦 1 + 𝑥𝑦 𝑧 + 3 1 + 𝑥𝑦 2𝑧 ∙ −3𝑥2

− 1 + 9𝑥2𝑦2 + 6𝑥𝑦 4 + 3𝑥𝑦 + 6𝑥2 1 + 𝑥𝑦 𝑧 ∙ 2 − 6𝑥𝑦 − 3𝑥2𝑧

= −27𝑥3𝑦3 − 9𝑥2𝑦2 4 + 3𝑥𝑦 − 18𝑥3𝑦 1 + 𝑥𝑦 𝑧 − 9𝑥2 1 + 𝑥𝑦 2𝑧

− 2 − 18𝑥2𝑦2 − 12𝑥𝑦 4 + 3𝑥𝑦 − 12𝑥2 1 + 𝑥𝑦 𝑧

+ 6𝑥𝑦 + 54𝑥3𝑦3 + 36𝑥2𝑦2 4 + 3𝑥𝑦 + 36𝑥3𝑦 1 + 𝑥𝑦 𝑧

+ 3𝑥2𝑧 + 27𝑥4𝑦2𝑧 + 18𝑥3𝑦 4 + 3𝑥𝑦 𝑧 + 18𝑥4 1 + 𝑥𝑦 𝑧2

余因子３
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= −2 + 6𝑥𝑦 − 18𝑥2𝑦2 − 27𝑥3𝑦3 + 54𝑥3𝑦3

− 12𝑥𝑦 4 + 3𝑥𝑦 − 9𝑥2𝑦2 4 + 3𝑥𝑦 + 36𝑥2𝑦2 4 + 3𝑥𝑦

+ 3𝑥2𝑧 + 27𝑥4𝑦2𝑧 − 12𝑥2 1 + 𝑥𝑦 𝑧

− 18𝑥3𝑦 1 + 𝑥𝑦 𝑧 + 36𝑥3𝑦 1 + 𝑥𝑦 𝑧 − 9𝑥2 1 + 𝑥𝑦 2𝑧

+ 18𝑥3𝑦 4 + 3𝑥𝑦 𝑧 + 18𝑥4 1 + 𝑥𝑦 𝑧2

= −2 + 6𝑥𝑦 − 18𝑥2𝑦2 + 27𝑥3𝑦3

− 12𝑥𝑦 4 + 3𝑥𝑦 + 27𝑥2𝑦2 4 + 3𝑥𝑦

+ 3𝑥2𝑧 + 27𝑥4𝑦2𝑧 − 12𝑥2 1 + 𝑥𝑦 𝑧

+ 18𝑥3𝑦 1 + 𝑥𝑦 𝑧 − 9𝑥2 1 + 𝑥𝑦 2𝑧

+ 18𝑥3𝑦 4 + 3𝑥𝑦 𝑧 + 18𝑥4 1 + 𝑥𝑦 𝑧2

余因子３
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続いて、

𝑢𝑥
𝑣𝑦 𝑣𝑧
𝑤𝑦 𝑤𝑧

, 𝑢𝑦
𝑣𝑧 𝑣𝑥
𝑤𝑧 𝑤𝑥

, 𝑢𝑧
𝑣𝑥 𝑣𝑦
𝑤𝑥 𝑤𝑦

を計算する。

𝑢𝑥
𝑣𝑦 𝑣𝑧
𝑤𝑦 𝑤𝑧

= 3𝑦3 1 + 𝑥𝑦 + 𝑦3 4 + 3𝑥𝑦 + 3𝑦 1 + 𝑥𝑦 2𝑧
𝑣𝑦 𝑣𝑧
𝑤𝑦 𝑤𝑧

= 3𝑦3 1 + 𝑥𝑦
𝑣𝑦 𝑣𝑧
𝑤𝑦 𝑤𝑧

+ 𝑦3 4 + 3𝑥𝑦
𝑣𝑦 𝑣𝑧
𝑤𝑦 𝑤𝑧

+ 3𝑦 1 + 𝑥𝑦 2𝑧
𝑣𝑦 𝑣𝑧
𝑤𝑦 𝑤𝑧

= 3𝑦3 1 + 𝑥𝑦 ∙ −𝑥3 − 9𝑥5𝑦2 + 9𝑥3 1 + 𝑥𝑦 2 − 6𝑥4𝑦 4 + 3𝑥𝑦 − 6𝑥5 1 + 𝑥𝑦 𝑧

+ 𝑦3 4 + 3𝑥𝑦

∙ −𝑥3 − 9𝑥5𝑦2 + 9𝑥3 1 + 𝑥𝑦 2 − 6𝑥4𝑦 4 + 3𝑥𝑦 − 6𝑥5 1 + 𝑥𝑦 𝑧

+ 3𝑦 1 + 𝑥𝑦 2𝑧

∙ −𝑥3 − 9𝑥5𝑦2 + 9𝑥3 1 + 𝑥𝑦 2 − 6𝑥4𝑦 4 + 3𝑥𝑦 − 6𝑥5 1 + 𝑥𝑦 𝑧

余因子展開１
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= −3𝑥3𝑦3 1 + 𝑥𝑦 − 27𝑥5𝑦5 1 + 𝑥𝑦 + 27𝑥3𝑦3 1 + 𝑥𝑦 3

− 18𝑥4𝑦4 1 + 𝑥𝑦 4 + 3𝑥𝑦 − 18𝑥5𝑦3 1 + 𝑥𝑦 2𝑧

− 𝑥3𝑦3 4 + 3𝑥𝑦 − 9𝑥5𝑦5 4 + 3𝑥𝑦 + 9𝑥3𝑦3 1 + 𝑥𝑦 2 4 + 3𝑥𝑦

− 6𝑥4𝑦4 4 + 3𝑥𝑦 2 − 6𝑥5𝑦3 1 + 𝑥𝑦 4 + 3𝑥𝑦 𝑧

− 3𝑥3𝑦 1 + 𝑥𝑦 2𝑧 − 27𝑥5𝑦3 1 + 𝑥𝑦 2𝑧 + 27𝑥3𝑦 1 + 𝑥𝑦 4𝑧

− 18𝑥4𝑦2 1 + 𝑥𝑦 2 4 + 3𝑥𝑦 𝑧 − 18𝑥5𝑦 1 + 𝑥𝑦 3𝑧2

= −3𝑥3𝑦3 1 + 𝑥𝑦 − 27𝑥5𝑦5 1 + 𝑥𝑦 + 27𝑥3𝑦3 1 + 𝑥𝑦 3

− 18𝑥4𝑦4 1 + 𝑥𝑦 4 + 3𝑥𝑦 − 𝑥3𝑦3 4 + 3𝑥𝑦 − 9𝑥5𝑦5 4 + 3𝑥𝑦

+ 9𝑥3𝑦3 1 + 𝑥𝑦 2 4 + 3𝑥𝑦 − 6𝑥4𝑦4 4 + 3𝑥𝑦 2

− 18𝑥5𝑦3 1 + 𝑥𝑦 2𝑧 − 6𝑥5𝑦3 1 + 𝑥𝑦 4 + 3𝑥𝑦 𝑧 − 3𝑥3𝑦 1 + 𝑥𝑦 2𝑧

− 27𝑥5𝑦3 1 + 𝑥𝑦 2𝑧 + 27𝑥3𝑦 1 + 𝑥𝑦 4𝑧 − 18𝑥4𝑦2 1 + 𝑥𝑦 2 4 + 3𝑥𝑦 𝑧

− 18𝑥5𝑦 1 + 𝑥𝑦 3𝑧2

余因子展開１
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= −3𝑥3𝑦3 1 + 𝑥𝑦 − 27𝑥5𝑦5 1 + 𝑥𝑦 + 27𝑥3𝑦3 1 + 𝑥𝑦 3

− 𝑥3𝑦3 4 + 3𝑥𝑦 − 9𝑥5𝑦5 4 + 3𝑥𝑦 − 6𝑥4𝑦4 4 + 3𝑥𝑦 2

− 18𝑥4𝑦4 1 + 𝑥𝑦 4 + 3𝑥𝑦 + 9𝑥3𝑦3 1 + 𝑥𝑦 2 4 + 3𝑥𝑦

− 3𝑥3𝑦 1 + 𝑥𝑦 2𝑧 − 18𝑥5𝑦3 1 + 𝑥𝑦 2𝑧 − 27𝑥5𝑦3 1 + 𝑥𝑦 2𝑧

+ 27𝑥3𝑦 1 + 𝑥𝑦 4𝑧 − 6𝑥5𝑦3 1 + 𝑥𝑦 4 + 3𝑥𝑦 𝑧

− 18𝑥4𝑦2 1 + 𝑥𝑦 2 4 + 3𝑥𝑦 𝑧 − 18𝑥5𝑦 1 + 𝑥𝑦 3𝑧2

= −3𝑥3𝑦3 1 + 𝑥𝑦 − 27𝑥5𝑦5 1 + 𝑥𝑦 + 27𝑥3𝑦3 1 + 𝑥𝑦 3

− 𝑥3𝑦3 4 + 3𝑥𝑦 − 9𝑥5𝑦5 4 + 3𝑥𝑦 − 6𝑥4𝑦4 4 + 3𝑥𝑦 2

− 18𝑥4𝑦4 1 + 𝑥𝑦 4 + 3𝑥𝑦 + 9𝑥3𝑦3 1 + 𝑥𝑦 2 4 + 3𝑥𝑦

− 3𝑥3𝑦 1 + 𝑥𝑦 2𝑧 − 45𝑥5𝑦3 1 + 𝑥𝑦 2𝑧

+ 27𝑥3𝑦 1 + 𝑥𝑦 4𝑧 − 6𝑥5𝑦3 1 + 𝑥𝑦 4 + 3𝑥𝑦 𝑧

− 18𝑥4𝑦2 1 + 𝑥𝑦 2 4 + 3𝑥𝑦 𝑧 − 18𝑥5𝑦 1 + 𝑥𝑦 3𝑧2

余因子展開１
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𝑢𝑦
𝑣𝑧 𝑣𝑥
𝑤𝑧 𝑤𝑥

= 3𝑥𝑦2 1 + 𝑥𝑦 + 𝑥𝑦2 4 + 3𝑥𝑦 + 2𝑦 1 + 𝑥𝑦 4 + 3𝑥𝑦 + 3𝑥 1 + 𝑥𝑦 2𝑧
𝑣𝑧 𝑣𝑥
𝑤𝑧 𝑤𝑥

= 3𝑥𝑦2 1 + 𝑥𝑦
𝑣𝑧 𝑣𝑥
𝑤𝑧 𝑤𝑥

+ 𝑥𝑦2 4 + 3𝑥𝑦
𝑣𝑧 𝑣𝑥
𝑤𝑧 𝑤𝑥

+ 2𝑦 1 + 𝑥𝑦 4 + 3𝑥𝑦
𝑣𝑧 𝑣𝑥
𝑤𝑧 𝑤𝑥

+ 3𝑥 1 + 𝑥𝑦 2𝑧
𝑣𝑧 𝑣𝑥
𝑤𝑧 𝑤𝑥

余因子展開２
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= 3𝑥𝑦2 1 + 𝑥𝑦

∙ ሼ9𝑥4𝑦3 + 6𝑥 1 + 𝑥𝑦 2 − 18𝑥2𝑦 1 + 𝑥𝑦 2 + 3𝑥3𝑦2 4 + 3𝑥𝑦

ሽ+6𝑥4𝑦 1 + 𝑥𝑦 𝑧 − 6𝑥3 1 + 𝑥𝑦 2𝑧

+ 𝑥𝑦2 4 + 3𝑥𝑦

∙ ሼ9𝑥4𝑦3 + 6𝑥 1 + 𝑥𝑦 2 − 18𝑥2𝑦 1 + 𝑥𝑦 2 + 3𝑥3𝑦2 4 + 3𝑥𝑦

ሽ+6𝑥4𝑦 1 + 𝑥𝑦 𝑧 − 6𝑥3 1 + 𝑥𝑦 2𝑧

+ 2𝑦 1 + 𝑥𝑦 4 + 3𝑥𝑦

∙ ሼ9𝑥4𝑦3 + 6𝑥 1 + 𝑥𝑦 2 − 18𝑥2𝑦 1 + 𝑥𝑦 2 + 3𝑥3𝑦2 4 + 3𝑥𝑦

ሽ+6𝑥4𝑦 1 + 𝑥𝑦 𝑧 − 6𝑥3 1 + 𝑥𝑦 2𝑧

+ 3𝑥 1 + 𝑥𝑦 2𝑧

∙ ሼ9𝑥4𝑦3 + 6𝑥 1 + 𝑥𝑦 2 − 18𝑥2𝑦 1 + 𝑥𝑦 2 + 3𝑥3𝑦2 4 + 3𝑥𝑦

ሽ+6𝑥4𝑦 1 + 𝑥𝑦 𝑧 − 6𝑥3 1 + 𝑥𝑦 2𝑧

余因子展開２
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= 27𝑥5𝑦5 1 + 𝑥𝑦 + 18𝑥2𝑦2 1 + 𝑥𝑦 3 − 54𝑥3𝑦3 1 + 𝑥𝑦 3

+ 9𝑥4𝑦4 1 + 𝑥𝑦 4 + 3𝑥𝑦 + 18𝑥5𝑦3 1 + 𝑥𝑦 2𝑧 − 18𝑥4𝑦2 1 + 𝑥𝑦 3𝑧

+ 9𝑥5𝑦5 4 + 3𝑥𝑦 + 6𝑥2𝑦2 1 + 𝑥𝑦 2 4 + 3𝑥𝑦 − 18𝑥3𝑦3 1 + 𝑥𝑦 2 4 + 3𝑥𝑦

+ 3𝑥4𝑦4 4 + 3𝑥𝑦 2 + 6𝑥5𝑦3 1 + 𝑥𝑦 4 + 3𝑥𝑦 𝑧 − 6𝑥4𝑦2 1 + 𝑥𝑦 2 4 + 3𝑥𝑦 𝑧

+ 18𝑥4𝑦4 1 + 𝑥𝑦 4 + 3𝑥𝑦 + 12𝑥𝑦 1 + 𝑥𝑦 3 4 + 3𝑥𝑦

− 36𝑥2𝑦2 1 + 𝑥𝑦 3 4 + 3𝑥𝑦 + 6𝑥3𝑦3 1 + 𝑥𝑦 4 + 3𝑥𝑦 2

+ 12𝑥4𝑦2 1 + 𝑥𝑦 2 4 + 3𝑥𝑦 𝑧 − 12𝑥3𝑦 1 + 𝑥𝑦 3 4 + 3𝑥𝑦 𝑧

+ 27𝑥5𝑦3 1 + 𝑥𝑦 2𝑧 + 18𝑥2 1 + 𝑥𝑦 4𝑧 − 54𝑥3𝑦 1 + 𝑥𝑦 4𝑧

+ 9𝑥4𝑦2 1 + 𝑥𝑦 2 4 + 3𝑥𝑦 𝑧 + 18𝑥5𝑦 1 + 𝑥𝑦 3𝑧2 − 18𝑥4 1 + 𝑥𝑦 4𝑧2

余因子展開２
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= 27𝑥5𝑦5 1 + 𝑥𝑦 + 18𝑥2𝑦2 1 + 𝑥𝑦 3 − 54𝑥3𝑦3 1 + 𝑥𝑦 3

+ 9𝑥4𝑦4 1 + 𝑥𝑦 4 + 3𝑥𝑦 + 9𝑥5𝑦5 4 + 3𝑥𝑦 + 6𝑥2𝑦2 1 + 𝑥𝑦 2 4 + 3𝑥𝑦

− 18𝑥3𝑦3 1 + 𝑥𝑦 2 4 + 3𝑥𝑦 + 3𝑥4𝑦4 4 + 3𝑥𝑦 2 + 18𝑥4𝑦4 1 + 𝑥𝑦 4 + 3𝑥𝑦

+ 12𝑥𝑦 1 + 𝑥𝑦 3 4 + 3𝑥𝑦 − 36𝑥2𝑦2 1 + 𝑥𝑦 3 4 + 3𝑥𝑦

+ 6𝑥3𝑦3 1 + 𝑥𝑦 4 + 3𝑥𝑦 2

+ 18𝑥5𝑦3 1 + 𝑥𝑦 2𝑧 − 18𝑥4𝑦2 1 + 𝑥𝑦 3𝑧 + 6𝑥5𝑦3 1 + 𝑥𝑦 4 + 3𝑥𝑦 𝑧

− 6𝑥4𝑦2 1 + 𝑥𝑦 2 4 + 3𝑥𝑦 𝑧 + 12𝑥4𝑦2 1 + 𝑥𝑦 2 4 + 3𝑥𝑦 𝑧

− 12𝑥3𝑦 1 + 𝑥𝑦 3 4 + 3𝑥𝑦 𝑧 + 27𝑥5𝑦3 1 + 𝑥𝑦 2𝑧 + 18𝑥2 1 + 𝑥𝑦 4𝑧

− 54𝑥3𝑦 1 + 𝑥𝑦 4𝑧 + 9𝑥4𝑦2 1 + 𝑥𝑦 2 4 + 3𝑥𝑦 𝑧

+ 18𝑥5𝑦 1 + 𝑥𝑦 3𝑧2 − 18𝑥4 1 + 𝑥𝑦 4𝑧2

余因子展開２
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= 27𝑥5𝑦5 1 + 𝑥𝑦 + 18𝑥2𝑦2 1 + 𝑥𝑦 3 − 54𝑥3𝑦3 1 + 𝑥𝑦 3 + 9𝑥5𝑦5 4 + 3𝑥𝑦

+ 3𝑥4𝑦4 4 + 3𝑥𝑦 2 + 9𝑥4𝑦4 1 + 𝑥𝑦 4 + 3𝑥𝑦 + 18𝑥4𝑦4 1 + 𝑥𝑦 4 + 3𝑥𝑦

+ 6𝑥3𝑦3 1 + 𝑥𝑦 4 + 3𝑥𝑦 2 + 6𝑥2𝑦2 1 + 𝑥𝑦 2 4 + 3𝑥𝑦

− 18𝑥3𝑦3 1 + 𝑥𝑦 2 4 + 3𝑥𝑦 + 12𝑥𝑦 1 + 𝑥𝑦 3 4 + 3𝑥𝑦

− 36𝑥2𝑦2 1 + 𝑥𝑦 3 4 + 3𝑥𝑦

+ 18𝑥5𝑦3 1 + 𝑥𝑦 2𝑧 + 27𝑥5𝑦3 1 + 𝑥𝑦 2𝑧 − 18𝑥4𝑦2 1 + 𝑥𝑦 3𝑧

+ 18𝑥2 1 + 𝑥𝑦 4𝑧 − 54𝑥3𝑦 1 + 𝑥𝑦 4𝑧 + 6𝑥5𝑦3 1 + 𝑥𝑦 4 + 3𝑥𝑦 𝑧

− 6𝑥4𝑦2 1 + 𝑥𝑦 2 4 + 3𝑥𝑦 𝑧 + 12𝑥4𝑦2 1 + 𝑥𝑦 2 4 + 3𝑥𝑦 𝑧

+ 9𝑥4𝑦2 1 + 𝑥𝑦 2 4 + 3𝑥𝑦 𝑧 − 12𝑥3𝑦 1 + 𝑥𝑦 3 4 + 3𝑥𝑦 𝑧

+ 18𝑥5𝑦 1 + 𝑥𝑦 3𝑧2 − 18𝑥4 1 + 𝑥𝑦 4𝑧2

余因子展開２
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= 27𝑥5𝑦5 1 + 𝑥𝑦 + 18𝑥2𝑦2 1 + 𝑥𝑦 3 − 54𝑥3𝑦3 1 + 𝑥𝑦 3 + 9𝑥5𝑦5 4 + 3𝑥𝑦

+ 3𝑥4𝑦4 4 + 3𝑥𝑦 2 + 27𝑥4𝑦4 1 + 𝑥𝑦 4 + 3𝑥𝑦

+ 6𝑥3𝑦3 1 + 𝑥𝑦 4 + 3𝑥𝑦 2 + 6𝑥2𝑦2 1 + 𝑥𝑦 2 4 + 3𝑥𝑦

− 18𝑥3𝑦3 1 + 𝑥𝑦 2 4 + 3𝑥𝑦 + 12𝑥𝑦 1 + 𝑥𝑦 3 4 + 3𝑥𝑦

− 36𝑥2𝑦2 1 + 𝑥𝑦 3 4 + 3𝑥𝑦

+ 45𝑥5𝑦3 1 + 𝑥𝑦 2𝑧 − 18𝑥4𝑦2 1 + 𝑥𝑦 3𝑧

+ 18𝑥2 1 + 𝑥𝑦 4𝑧 − 54𝑥3𝑦 1 + 𝑥𝑦 4𝑧 + 6𝑥5𝑦3 1 + 𝑥𝑦 4 + 3𝑥𝑦 𝑧

+ 15𝑥4𝑦2 1 + 𝑥𝑦 2 4 + 3𝑥𝑦 𝑧 − 12𝑥3𝑦 1 + 𝑥𝑦 3 4 + 3𝑥𝑦 𝑧

+ 18𝑥5𝑦 1 + 𝑥𝑦 3𝑧2 − 18𝑥4 1 + 𝑥𝑦 4𝑧2

余因子展開２



19Kagoshima University wata104@eee

𝑢𝑧
𝑣𝑥 𝑣𝑦
𝑤𝑥 𝑤𝑦

= 1 + 𝑥𝑦 3
𝑣𝑥 𝑣𝑦
𝑤𝑥 𝑤𝑦

= 1 + 𝑥𝑦 3 ∙ ሼ−2 + 6𝑥𝑦 − 18𝑥2𝑦2 + 27𝑥3𝑦3 − 12𝑥𝑦 4 + 3𝑥𝑦 + 27𝑥2𝑦2 4 + 3𝑥𝑦

+ 3𝑥2𝑧 + 27𝑥4𝑦2𝑧 − 12𝑥2 1 + 𝑥𝑦 𝑧 + 18𝑥3𝑦 1 + 𝑥𝑦 𝑧

ሽ−9𝑥2 1 + 𝑥𝑦 2𝑧 + 18𝑥3𝑦 4 + 3𝑥𝑦 𝑧 + 18𝑥4 1 + 𝑥𝑦 𝑧2

= −2 1 + 𝑥𝑦 3 + 6𝑥𝑦 1 + 𝑥𝑦 3 − 18𝑥2𝑦2 1 + 𝑥𝑦 3

+ 27𝑥3𝑦3 1 + 𝑥𝑦 3 − 12𝑥𝑦 1 + 𝑥𝑦 3 4 + 3𝑥𝑦 + 27𝑥2𝑦2 1 + 𝑥𝑦 3 4 + 3𝑥𝑦

+ 3𝑥2 1 + 𝑥𝑦 3𝑧 + 27𝑥4𝑦2 1 + 𝑥𝑦 3𝑧 − 12𝑥2 1 + 𝑥𝑦 4𝑧 + 18𝑥3𝑦 1 + 𝑥𝑦 4𝑧

− 9𝑥2 1 + 𝑥𝑦 5𝑧 + 18𝑥3𝑦 1 + 𝑥𝑦 3 4 + 3𝑥𝑦 𝑧 + 18𝑥4 1 + 𝑥𝑦 4𝑧2

余因子展開３
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以上より、ヤコビアンは

𝐽 =

𝑢𝑥 𝑢𝑦 𝑢𝑧
𝑣𝑥 𝑣𝑦 𝑣𝑧
𝑤𝑥 𝑤𝑦 𝑤𝑧

= 𝑢𝑥
𝑣𝑦 𝑣𝑧
𝑤𝑦 𝑤𝑧

+ 𝑢𝑦
𝑣𝑧 𝑣𝑥
𝑤𝑧 𝑤𝑥

+ 𝑢𝑧
𝑣𝑥 𝑣𝑦
𝑤𝑥 𝑤𝑦

= −3𝑥3𝑦3 1 + 𝑥𝑦 − 27𝑥5𝑦5 1 + 𝑥𝑦 + 27𝑥3𝑦3 1 + 𝑥𝑦 3

− 𝑥3𝑦3 4 + 3𝑥𝑦 − 9𝑥5𝑦5 4 + 3𝑥𝑦 − 6𝑥4𝑦4 4 + 3𝑥𝑦 2

− 18𝑥4𝑦4 1 + 𝑥𝑦 4 + 3𝑥𝑦 + 9𝑥3𝑦3 1 + 𝑥𝑦 2 4 + 3𝑥𝑦

− 3𝑥3𝑦 1 + 𝑥𝑦 2𝑧 − 45𝑥5𝑦3 1 + 𝑥𝑦 2𝑧

+ 27𝑥3𝑦 1 + 𝑥𝑦 4𝑧 − 6𝑥5𝑦3 1 + 𝑥𝑦 4 + 3𝑥𝑦 𝑧

− 18𝑥4𝑦2 1 + 𝑥𝑦 2 4 + 3𝑥𝑦 𝑧 − 18𝑥5𝑦 1 + 𝑥𝑦 3𝑧2

+ 27𝑥5𝑦5 1 + 𝑥𝑦 + 18𝑥2𝑦2 1 + 𝑥𝑦 3 − 54𝑥3𝑦3 1 + 𝑥𝑦 3 + 9𝑥5𝑦5 4 + 3𝑥𝑦

+ 3𝑥4𝑦4 4 + 3𝑥𝑦 2 + 27𝑥4𝑦4 1 + 𝑥𝑦 4 + 3𝑥𝑦

行列式の計算
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+ 6𝑥3𝑦3 1 + 𝑥𝑦 4 + 3𝑥𝑦 2 + 6𝑥2𝑦2 1 + 𝑥𝑦 2 4 + 3𝑥𝑦

− 18𝑥3𝑦3 1 + 𝑥𝑦 2 4 + 3𝑥𝑦 + 12𝑥𝑦 1 + 𝑥𝑦 3 4 + 3𝑥𝑦

− 36𝑥2𝑦2 1 + 𝑥𝑦 3 4 + 3𝑥𝑦

+ 45𝑥5𝑦3 1 + 𝑥𝑦 2𝑧 − 18𝑥4𝑦2 1 + 𝑥𝑦 3𝑧

+ 18𝑥2 1 + 𝑥𝑦 4𝑧 − 54𝑥3𝑦 1 + 𝑥𝑦 4𝑧 + 6𝑥5𝑦3 1 + 𝑥𝑦 4 + 3𝑥𝑦 𝑧

+ 15𝑥4𝑦2 1 + 𝑥𝑦 2 4 + 3𝑥𝑦 𝑧 − 12𝑥3𝑦 1 + 𝑥𝑦 3 4 + 3𝑥𝑦 𝑧

+ 18𝑥5𝑦 1 + 𝑥𝑦 3𝑧2 − 18𝑥4 1 + 𝑥𝑦 4𝑧2

− 2 1 + 𝑥𝑦 3 + 6𝑥𝑦 1 + 𝑥𝑦 3 − 18𝑥2𝑦2 1 + 𝑥𝑦 3

+ 27𝑥3𝑦3 1 + 𝑥𝑦 3 − 12𝑥𝑦 1 + 𝑥𝑦 3 4 + 3𝑥𝑦 + 27𝑥2𝑦2 1 + 𝑥𝑦 3 4 + 3𝑥𝑦

+ 3𝑥2 1 + 𝑥𝑦 3𝑧 + 27𝑥4𝑦2 1 + 𝑥𝑦 3𝑧 − 12𝑥2 1 + 𝑥𝑦 4𝑧 + 18𝑥3𝑦 1 + 𝑥𝑦 4𝑧

− 9𝑥2 1 + 𝑥𝑦 5𝑧 + 18𝑥3𝑦 1 + 𝑥𝑦 3 4 + 3𝑥𝑦 𝑧 + 18𝑥4 1 + 𝑥𝑦 4𝑧2

行列式の計算
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𝐽𝑥𝑦 = −3𝑥3𝑦3 1 + 𝑥𝑦 − 27𝑥5𝑦5 1 + 𝑥𝑦 + 27𝑥3𝑦3 1 + 𝑥𝑦 3

− 𝑥3𝑦3 4 + 3𝑥𝑦 − 9𝑥5𝑦5 4 + 3𝑥𝑦 − 6𝑥4𝑦4 4 + 3𝑥𝑦 2

− 18𝑥4𝑦4 1 + 𝑥𝑦 4 + 3𝑥𝑦 + 9𝑥3𝑦3 1 + 𝑥𝑦 2 4 + 3𝑥𝑦

+ 27𝑥5𝑦5 1 + 𝑥𝑦 + 18𝑥2𝑦2 1 + 𝑥𝑦 3 − 54𝑥3𝑦3 1 + 𝑥𝑦 3 + 9𝑥5𝑦5 4 + 3𝑥𝑦

+ 3𝑥4𝑦4 4 + 3𝑥𝑦 2 + 27𝑥4𝑦4 1 + 𝑥𝑦 4 + 3𝑥𝑦

+ 6𝑥3𝑦3 1 + 𝑥𝑦 4 + 3𝑥𝑦 2 + 6𝑥2𝑦2 1 + 𝑥𝑦 2 4 + 3𝑥𝑦

− 18𝑥3𝑦3 1 + 𝑥𝑦 2 4 + 3𝑥𝑦 + 12𝑥𝑦 1 + 𝑥𝑦 3 4 + 3𝑥𝑦

− 36𝑥2𝑦2 1 + 𝑥𝑦 3 4 + 3𝑥𝑦

− 2 1 + 𝑥𝑦 3 + 6𝑥𝑦 1 + 𝑥𝑦 3 − 18𝑥2𝑦2 1 + 𝑥𝑦 3

+ 27𝑥3𝑦3 1 + 𝑥𝑦 3 − 12𝑥𝑦 1 + 𝑥𝑦 3 4 + 3𝑥𝑦 + 27𝑥2𝑦2 1 + 𝑥𝑦 3 4 + 3𝑥𝑦

行列式の計算（𝑧 を含まない項）
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= −3𝑥3𝑦3 1 + 𝑥𝑦

− 𝑥3𝑦3 4 + 3𝑥𝑦 − 6𝑥4𝑦4 4 + 3𝑥𝑦 2

− 18𝑥4𝑦4 1 + 𝑥𝑦 4 + 3𝑥𝑦 + 9𝑥3𝑦3 1 + 𝑥𝑦 2 4 + 3𝑥𝑦

+ 3𝑥4𝑦4 4 + 3𝑥𝑦 2 + 27𝑥4𝑦4 1 + 𝑥𝑦 4 + 3𝑥𝑦

+ 6𝑥3𝑦3 1 + 𝑥𝑦 4 + 3𝑥𝑦 2 + 6𝑥2𝑦2 1 + 𝑥𝑦 2 4 + 3𝑥𝑦

− 18𝑥3𝑦3 1 + 𝑥𝑦 2 4 + 3𝑥𝑦

− 36𝑥2𝑦2 1 + 𝑥𝑦 3 4 + 3𝑥𝑦

− 2 1 + 𝑥𝑦 3 + 6𝑥𝑦 1 + 𝑥𝑦 3

+ 27𝑥2𝑦2 1 + 𝑥𝑦 3 4 + 3𝑥𝑦

行列式の計算（𝑧 を含まない項）
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= −3𝑥3𝑦3 1 + 𝑥𝑦

− 𝑥3𝑦3 4 + 3𝑥𝑦 − 6𝑥4𝑦4 4 + 3𝑥𝑦 2

− 18𝑥4𝑦4 1 + 𝑥𝑦 4 + 3𝑥𝑦 + 9𝑥3𝑦3 1 + 𝑥𝑦 2 4 + 3𝑥𝑦

+ 3𝑥4𝑦4 4 + 3𝑥𝑦 2 + 27𝑥4𝑦4 1 + 𝑥𝑦 4 + 3𝑥𝑦

+ 6𝑥3𝑦3 1 + 𝑥𝑦 4 + 3𝑥𝑦 2 + 6𝑥2𝑦2 1 + 𝑥𝑦 2 4 + 3𝑥𝑦

− 18𝑥3𝑦3 1 + 𝑥𝑦 2 4 + 3𝑥𝑦

− 36𝑥2𝑦2 1 + 𝑥𝑦 3 4 + 3𝑥𝑦

− 2 1 + 𝑥𝑦 3 + 6𝑥𝑦 1 + 𝑥𝑦 3

+ 27𝑥2𝑦2 1 + 𝑥𝑦 3 4 + 3𝑥𝑦

行列式の計算（𝑧 を含まない項）
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= −3𝑥3𝑦3 1 + 𝑥𝑦

− 𝑥3𝑦3 4 + 3𝑥𝑦 − 3𝑥4𝑦4 4 + 3𝑥𝑦 2

+ 9𝑥4𝑦4 1 + 𝑥𝑦 4 + 3𝑥𝑦 − 9𝑥3𝑦3 1 + 𝑥𝑦 2 4 + 3𝑥𝑦

+ 6𝑥3𝑦3 1 + 𝑥𝑦 4 + 3𝑥𝑦 2 + 6𝑥2𝑦2 1 + 𝑥𝑦 2 4 + 3𝑥𝑦

− 9𝑥2𝑦2 1 + 𝑥𝑦 3 4 + 3𝑥𝑦

− 2 1 + 𝑥𝑦 3 + 6𝑥𝑦 1 + 𝑥𝑦 3

行列式の計算（𝑧 を含まない項）
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𝐽𝑥𝑦𝑧 = −3𝑥3𝑦 1 + 𝑥𝑦 2𝑧 − 45𝑥5𝑦3 1 + 𝑥𝑦 2𝑧

+ 27𝑥3𝑦 1 + 𝑥𝑦 4𝑧 − 6𝑥5𝑦3 1 + 𝑥𝑦 4 + 3𝑥𝑦 𝑧

− 18𝑥4𝑦2 1 + 𝑥𝑦 2 4 + 3𝑥𝑦 𝑧 − 18𝑥5𝑦 1 + 𝑥𝑦 3𝑧2

+ 45𝑥5𝑦3 1 + 𝑥𝑦 2𝑧 − 18𝑥4𝑦2 1 + 𝑥𝑦 3𝑧

+ 18𝑥2 1 + 𝑥𝑦 4𝑧 − 54𝑥3𝑦 1 + 𝑥𝑦 4𝑧 + 6𝑥5𝑦3 1 + 𝑥𝑦 4 + 3𝑥𝑦 𝑧

+ 15𝑥4𝑦2 1 + 𝑥𝑦 2 4 + 3𝑥𝑦 𝑧 − 12𝑥3𝑦 1 + 𝑥𝑦 3 4 + 3𝑥𝑦 𝑧

+ 18𝑥5𝑦 1 + 𝑥𝑦 3𝑧2 − 18𝑥4 1 + 𝑥𝑦 4𝑧2

+ 3𝑥2 1 + 𝑥𝑦 3𝑧 + 27𝑥4𝑦2 1 + 𝑥𝑦 3𝑧 − 12𝑥2 1 + 𝑥𝑦 4𝑧 + 18𝑥3𝑦 1 + 𝑥𝑦 4𝑧

− 9𝑥2 1 + 𝑥𝑦 5𝑧 + 18𝑥3𝑦 1 + 𝑥𝑦 3 4 + 3𝑥𝑦 𝑧 + 18𝑥4 1 + 𝑥𝑦 4𝑧2

行列式の計算（𝑧 を含む項）
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= −3𝑥3𝑦 1 + 𝑥𝑦 2𝑧

+ 27𝑥3𝑦 1 + 𝑥𝑦 4𝑧

− 18𝑥4𝑦2 1 + 𝑥𝑦 2 4 + 3𝑥𝑦 𝑧

− 18𝑥4𝑦2 1 + 𝑥𝑦 3𝑧

+ 18𝑥2 1 + 𝑥𝑦 4𝑧 − 54𝑥3𝑦 1 + 𝑥𝑦 4𝑧

+ 15𝑥4𝑦2 1 + 𝑥𝑦 2 4 + 3𝑥𝑦 𝑧 − 12𝑥3𝑦 1 + 𝑥𝑦 3 4 + 3𝑥𝑦 𝑧

+ 3𝑥2 1 + 𝑥𝑦 3𝑧 + 27𝑥4𝑦2 1 + 𝑥𝑦 3𝑧 − 12𝑥2 1 + 𝑥𝑦 4𝑧 + 18𝑥3𝑦 1 + 𝑥𝑦 4𝑧

− 9𝑥2 1 + 𝑥𝑦 5𝑧 + 18𝑥3𝑦 1 + 𝑥𝑦 3 4 + 3𝑥𝑦 𝑧

行列式の計算（𝑧 を含む項）
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= −3𝑥3𝑦 1 + 𝑥𝑦 2𝑧

+ 27𝑥3𝑦 1 + 𝑥𝑦 4𝑧

− 18𝑥4𝑦2 1 + 𝑥𝑦 2 4 + 3𝑥𝑦 𝑧

− 18𝑥4𝑦2 1 + 𝑥𝑦 3𝑧

+ 18𝑥2 1 + 𝑥𝑦 4𝑧 − 54𝑥3𝑦 1 + 𝑥𝑦 4𝑧

+ 15𝑥4𝑦2 1 + 𝑥𝑦 2 4 + 3𝑥𝑦 𝑧 − 12𝑥3𝑦 1 + 𝑥𝑦 3 4 + 3𝑥𝑦 𝑧

+ 3𝑥2 1 + 𝑥𝑦 3𝑧 + 27𝑥4𝑦2 1 + 𝑥𝑦 3𝑧 − 12𝑥2 1 + 𝑥𝑦 4𝑧 + 18𝑥3𝑦 1 + 𝑥𝑦 4𝑧

− 9𝑥2 1 + 𝑥𝑦 5𝑧 + 18𝑥3𝑦 1 + 𝑥𝑦 3 4 + 3𝑥𝑦 𝑧

行列式の計算（𝑧 を含む項）
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= −3𝑥3𝑦 1 + 𝑥𝑦 2𝑧

− 9𝑥3𝑦 1 + 𝑥𝑦 4𝑧

− 3𝑥4𝑦2 1 + 𝑥𝑦 2 4 + 3𝑥𝑦 𝑧

+ 9𝑥4𝑦2 1 + 𝑥𝑦 3𝑧

+ 6𝑥2 1 + 𝑥𝑦 4𝑧

+ 6𝑥3𝑦 1 + 𝑥𝑦 3 4 + 3𝑥𝑦 𝑧

+ 3𝑥2 1 + 𝑥𝑦 3𝑧

− 9𝑥2 1 + 𝑥𝑦 5𝑧

行列式の計算（𝑧 を含む項）
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𝐽 = 𝐽𝑥𝑦 + 𝐽𝑥𝑦𝑧

= −3𝑥3𝑦3 1 + 𝑥𝑦 − 𝑥3𝑦3 4 + 3𝑥𝑦 − 3𝑥4𝑦4 4 + 3𝑥𝑦 2

+ 9𝑥4𝑦4 1 + 𝑥𝑦 4 + 3𝑥𝑦 − 9𝑥3𝑦3 1 + 𝑥𝑦 2 4 + 3𝑥𝑦

+ 6𝑥3𝑦3 1 + 𝑥𝑦 4 + 3𝑥𝑦 2 + 6𝑥2𝑦2 1 + 𝑥𝑦 2 4 + 3𝑥𝑦

− 9𝑥2𝑦2 1 + 𝑥𝑦 3 4 + 3𝑥𝑦 − 2 1 + 𝑥𝑦 3 + 6𝑥𝑦 1 + 𝑥𝑦 3

− 3𝑥3𝑦 1 + 𝑥𝑦 2𝑧 − 9𝑥3𝑦 1 + 𝑥𝑦 4𝑧 − 3𝑥4𝑦2 1 + 𝑥𝑦 2 4 + 3𝑥𝑦 𝑧

+ 9𝑥4𝑦2 1 + 𝑥𝑦 3𝑧 + 6𝑥2 1 + 𝑥𝑦 4𝑧 + 6𝑥3𝑦 1 + 𝑥𝑦 3 4 + 3𝑥𝑦 𝑧

+ 3𝑥2 1 + 𝑥𝑦 3𝑧 − 9𝑥2 1 + 𝑥𝑦 5𝑧

行列式の計算
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= −2 1 + 𝑥𝑦 3 − 3𝑥3𝑦3 1 + 𝑥𝑦 − 𝑥3𝑦3 4 + 3𝑥𝑦 − 3𝑥4𝑦4 4 + 3𝑥𝑦 2

− 9𝑥3𝑦3 1 + 𝑥𝑦 2 4 + 3𝑥𝑦 − 9𝑥2𝑦2 1 + 𝑥𝑦 3 4 + 3𝑥𝑦

+ 6𝑥𝑦 1 + 𝑥𝑦 3 + 9𝑥4𝑦4 1 + 𝑥𝑦 4 + 3𝑥𝑦 + 6𝑥3𝑦3 1 + 𝑥𝑦 4 + 3𝑥𝑦 2

+ 6𝑥2𝑦2 1 + 𝑥𝑦 2 4 + 3𝑥𝑦

− 3𝑥3𝑦 1 + 𝑥𝑦 2𝑧 + 3𝑥2 1 + 𝑥𝑦 3𝑧 + 9𝑥4𝑦2 1 + 𝑥𝑦 3𝑧 + 6𝑥2 1 + 𝑥𝑦 4𝑧

− 9𝑥3𝑦 1 + 𝑥𝑦 4𝑧 − 9𝑥2 1 + 𝑥𝑦 5𝑧

− 3𝑥4𝑦2 1 + 𝑥𝑦 2 4 + 3𝑥𝑦 𝑧 + 6𝑥3𝑦 1 + 𝑥𝑦 3 4 + 3𝑥𝑦 𝑧

行列式の計算
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= −2 1 + 𝑥𝑦 3 − 3𝑥3𝑦3 1 + 𝑥𝑦 − 𝑥3𝑦3 4 + 3𝑥𝑦 − 3𝑥4𝑦4 4 + 3𝑥𝑦 2

− 9𝑥3𝑦3 1 + 𝑥𝑦 2 4 + 3𝑥𝑦 − 9𝑥2𝑦2 1 + 𝑥𝑦 3 4 + 3𝑥𝑦

+ 6𝑥𝑦 1 + 𝑥𝑦 3 + 9𝑥4𝑦4 1 + 𝑥𝑦 4 + 3𝑥𝑦 + 6𝑥3𝑦3 1 + 𝑥𝑦 4 + 3𝑥𝑦 2

+ 6𝑥2𝑦2 1 + 𝑥𝑦 2 4 + 3𝑥𝑦

+ 3𝑥2𝑦 1 + 𝑥𝑦 2𝑧

∙ ൛−𝑥𝑦 + 1 + 𝑥𝑦 + 3𝑥2𝑦2 1 + 𝑥𝑦 + 2 1 + 𝑥𝑦 2 − 3𝑥𝑦 1 + 𝑥𝑦 2

ሽ−3 1 + 𝑥𝑦 3 − 𝑥2𝑦2 4 + 3𝑥𝑦 + 2𝑥𝑦 1 + 𝑥𝑦 4 + 3𝑥𝑦

行列式の計算
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= −2 1 + 𝑥𝑦 3 − 3𝑥3𝑦3 1 + 𝑥𝑦 − 𝑥3𝑦3 4 + 3𝑥𝑦 − 3𝑥4𝑦4 4 + 3𝑥𝑦 2

− 9𝑥3𝑦3 1 + 𝑥𝑦 2 4 + 3𝑥𝑦 − 9𝑥2𝑦2 1 + 𝑥𝑦 3 4 + 3𝑥𝑦

+ 6𝑥𝑦 1 + 𝑥𝑦 3 + 9𝑥4𝑦4 1 + 𝑥𝑦 4 + 3𝑥𝑦 + 6𝑥3𝑦3 1 + 𝑥𝑦 4 + 3𝑥𝑦 2

+ 6𝑥2𝑦2 1 + 𝑥𝑦 2 4 + 3𝑥𝑦

+ 3𝑥2𝑦 1 + 𝑥𝑦 2𝑧

∙ ൛1 + 3𝑥2𝑦2 1 + 𝑥𝑦 + 2 1 + 𝑥𝑦 2 − 3𝑥𝑦 1 + 𝑥𝑦 2

ሽ−3 1 + 𝑥𝑦 3 − 𝑥2𝑦2 4 + 3𝑥𝑦 + 2𝑥𝑦 1 + 𝑥𝑦 4 + 3𝑥𝑦

行列式の計算

𝐽−

𝐽+

𝐽0
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𝑡 = 𝑥𝑦 とおくと

𝐽− = −2 1 + 𝑥𝑦 3 − 3𝑥3𝑦3 1 + 𝑥𝑦 − 𝑥3𝑦3 4 + 3𝑥𝑦 − 3𝑥4𝑦4 4 + 3𝑥𝑦 2

− 9𝑥3𝑦3 1 + 𝑥𝑦 2 4 + 3𝑥𝑦 − 9𝑥2𝑦2 1 + 𝑥𝑦 3 4 + 3𝑥𝑦

= −2 1 + 𝑡 3 − 3𝑡3 1 + 𝑡 − 𝑡3 4 + 3𝑡 − 3𝑡4 4 + 3𝑡 2

− 9𝑡3 1 + 𝑡 2 4 + 3𝑡 − 9𝑡2 1 + 𝑡 3 4 + 3𝑡

= −2 1 + 3𝑡 + 3𝑡2 + 𝑡3 − 3𝑡3 1 + 𝑡 − 𝑡3 4 + 3𝑡 − 3𝑡4 16 + 24𝑡 + 9𝑡2

− 9𝑡2 1 + 𝑡 2 4 + 3𝑡 𝑡 + 1 + 𝑡

= −2 − 6𝑡 + 6𝑡2 + 2𝑡3 − 3𝑡3 + 3𝑡4 − 4𝑡3 + 3𝑡4 − 3𝑡4 16 + 24𝑡 + 9𝑡2

− 9𝑡2 1 + 𝑡 2 4 + 3𝑡 1 + 2𝑡

= −2 − 6𝑡 + 6𝑡2 + 9𝑡3 + 6𝑡4 − 3𝑡4 16 + 24𝑡 + 9𝑡2

− 9𝑡2 1 + 𝑡 2 4 + 11𝑡 + 6𝑡2

行列式の計算１
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= −2 − 3𝑡 2 + 2𝑡 + 3𝑡2 + 2𝑡3 − 3𝑡 16𝑡3 + 24𝑡4 + 9𝑡5

− 9𝑡2 1 + 𝑡 1 + 𝑡 4 + 11𝑡 + 6𝑡2

= −2 − 3𝑡 2 + 2𝑡 + 3𝑡2 + 18𝑡3 + 24𝑡4 + 9𝑡5

− 9𝑡2 1 + 𝑡 4 + 11𝑡 + 6𝑡2 + 4𝑡 + 11𝑡2 + 6𝑡3

= −2 − 3𝑡 1 + 𝑡 2 + 3𝑡2 + 15𝑡3 + 9𝑡4

− 9𝑡2 1 + 𝑡 4 + 15𝑡 + 17𝑡2 + 6𝑡3

= −2 − 3𝑡 1 + 𝑡 2 + 3𝑡2 + 15𝑡3 + 9𝑡4

− 3𝑡 1 + 𝑡 12𝑡 + 45𝑡2 + 51𝑡3 + 18𝑡3

= −2 − 3𝑡 1 + 𝑡 2 + 12𝑡 + 48𝑡2 + 66𝑡3 + 27𝑡4

行列式の計算１
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𝑡 = 𝑥𝑦 とおくと

𝐽+ = 6𝑥𝑦 1 + 𝑥𝑦 3 + 9𝑥4𝑦4 1 + 𝑥𝑦 4 + 3𝑥𝑦 + 6𝑥3𝑦3 1 + 𝑥𝑦 4 + 3𝑥𝑦 2

+ 6𝑥2𝑦2 1 + 𝑥𝑦 2 4 + 3𝑥𝑦

= 6𝑡 1 + 𝑡 3 + 9𝑡4 1 + 𝑡 4 + 3𝑡 + 6𝑡3 1 + 𝑡 4 + 3𝑡 2

+ 6𝑡2 1 + 𝑡 2 4 + 3𝑡

= 3𝑡 1 + 𝑡 2 1 + 𝑡 2 + 3𝑡3 4 + 3𝑡 + 2𝑡2 4 + 3𝑡 2 + 2𝑡 1 + 𝑡 4 + 3𝑡

= 3𝑡 1 + 𝑡 2 1 + 𝑡 2 + 2𝑡 1 + 𝑡 4 + 3𝑡 + 3𝑡3 4 + 3𝑡 + 2𝑡2 4 + 3𝑡 2

= 3𝑡 1 + 𝑡 2 1 + 𝑡 1 + 𝑡 + 𝑡 4 + 3𝑡 + 𝑡2 4 + 3𝑡 3𝑡 + 2 4 + 3𝑡

= 3𝑡 1 + 𝑡 2 1 + 𝑡 1 + 5𝑡 + 3𝑡2 + 𝑡2 4 + 3𝑡 8 + 9𝑡

= 3𝑡 1 + 𝑡 2 1 + 5𝑡 + 3𝑡2 + 𝑡 + 5𝑡2 + 3𝑡3 + 𝑡2 32 + 60𝑡 + 27𝑡2

= 3𝑡 1 + 𝑡 2 + 12𝑡 + 48𝑡2 + 66𝑡3 + 27𝑡4

行列式の計算２
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𝑡 = 𝑥𝑦 とおくと

𝐽0 = 1 + 3𝑥2𝑦2 1 + 𝑥𝑦 + 2 1 + 𝑥𝑦 2 − 3𝑥𝑦 1 + 𝑥𝑦 2

− 3 1 + 𝑥𝑦 3 − 𝑥2𝑦2 4 + 3𝑥𝑦 + 2𝑥𝑦 1 + 𝑥𝑦 4 + 3𝑥𝑦

= 1 + 3𝑡2 1 + 𝑡 + 2 1 + 𝑡 2 − 3𝑡 1 + 𝑡 2

− 3 1 + 𝑡 3 − 𝑡2 4 + 3𝑡 + 2𝑡 1 + 𝑡 4 + 3𝑡

= 1 + 3𝑡2 1 + 𝑡 − 𝑡2 4 + 3𝑡 + 2 1 + 𝑡 2 − 3 1 + 𝑡 3

+ 2𝑡 1 + 𝑡 4 + 3𝑡 − 3𝑡 1 + 𝑡 2

= 1 + 𝑡2 3 1 + 𝑡 − 4 + 3𝑡 + 1 + 𝑡 2 2 − 3 1 + 𝑡

+ 𝑡 1 + 𝑡 2 4 + 3𝑡 − 3 1 + 𝑡

= 1 − 𝑡2 − 1 + 𝑡 2 1 + 3𝑡 + 𝑡 1 + 𝑡 5 + 3𝑡

= 1 + 𝑡 1 − 𝑡 − 1 + 𝑡 1 + 3𝑡 + 𝑡 5 + 3𝑡 = 0

行列式の計算３
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したがって

𝐽 = 𝐽− + 𝐽+ + 3𝑥2𝑦 1 + 𝑥𝑦 2𝑧 ∙ 𝐽0

= −2 − 3𝑡 1 + 𝑡 2 + 12𝑡 + 48𝑡2 + 66𝑡3 + 27𝑡4

+ 3𝑡 1 + 𝑡 2 + 12𝑡 + 48𝑡2 + 66𝑡3 + 27𝑡4

+ 3𝑥2𝑦 1 + 𝑥𝑦 2𝑧 ∙ 0

= −2

行列式の計算
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𝑢 = 1 + 𝑥𝑦 3𝑧 + 𝑦2 1 + 𝑥𝑦 4 + 3𝑥𝑦

𝑣 = 𝑦 + 3𝑥 1 + 𝑥𝑦 2𝑧 + 3𝑥𝑦2 4 + 3𝑥𝑦

𝑤 = 2𝑥 − 3𝑥2𝑦 − 𝑥3𝑧

のヤコビアンは

𝐽 =

𝑢𝑥 𝑢𝑦 𝑢𝑧
𝑣𝑥 𝑣𝑦 𝑣𝑧
𝑤𝑥 𝑤𝑦 𝑤𝑧

= −2

である。

参考文献
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  　 　 u =    (  1 + x y ) 3 z +  y 2  (  1 + x y )  (  4 + 3 x y )


  　 　 v = y + 3 x    (  1 + x y ) 2 z + 3 x  y 2  (  4 + 3 x y )


  　 　 w = 2 x − 3  x 2 y −  x 3 z


  の ヤコビアン   J =  |      u x   u y   u z    v x   v y   v z    w x   w y   w z |   を 求 め な さ い 。


  ただし、 p = u ,   v ,   w   お よ び   q = x ,   y ,   z   として 、  p q =   𝜕 p  𝜕 q   で あ る 。


  　 　 u =    (  1 + x y ) 3 z +  y 2  (  1 + x y )  (  4 + 3 x y )


  u


  　 　  u x =   𝜕 u  𝜕 x = 3 y    (  1 + x y ) 2 z +  y 3  (  4 + 3 x y ) + 3  y 3  (  1 + x y )


  　 　 　 　 　 　 　   = 3  y 3  (  1 + x y ) +  y 3  (  4 + 3 x y ) + 3 y    (  1 + x y ) 2 z


  　 　  u y =   𝜕 u  𝜕 y = 3 x    (  1 + x y ) 2 z + 2 y  (  1 + x y )  (  4 + 3 x y ) + x  y 2  (  4 + 3 x y ) + 3 x  y 2  (  1 + x y )


  　 　 　 　 　 　 　   = 3 x  y 2  (  1 + x y ) + x  y 2  (  4 + 3 x y ) + 2 y  (  1 + x y )  (  4 + 3 x y ) + 3 x    (  1 + x y ) 2 z


  　 　  u z =   𝜕 u  𝜕 z =    (  1 + x y ) 3


  u


  　 　 v = y + 3 x    (  1 + x y ) 2 z + 3 x  y 2  (  4 + 3 x y )


  v


  　 　  v x =   𝜕 v  𝜕 x = 3    (  1 + x y ) 2 z + 6 x y  (  1 + x y ) z + 3  y 2  (  4 + 3 x y ) + 9 x  y 3


  　 　 　 　 　 　 　 = 9 x  y 3 + 3  y 2  (  4 + 3 x y ) + 6 x y  (  1 + x y ) z + 3    (  1 + x y ) 2 z


  　 　  v y =   𝜕 v  𝜕 y = 1 + 6  x 2  (  1 + x y ) z + 6 x y  (  4 + 3 x y ) + 9  x 2  y 2


  　 　 　 　 　 　 　 = 1 + 9  x 2  y 2 + 6 x y  (  4 + 3 x y ) + 6  x 2  (  1 + x y ) z


  　 　  v z =   𝜕 v  𝜕 z = 3 x    (  1 + x y ) 2


  v


  　 　 w = 2 x − 3  x 2 y −  x 3 z


  w


  　 　  w x =   𝜕 w  𝜕 x = 2 − 6 x y − 3  x 2 z


  　 　  w y =   𝜕 w  𝜕 y = − 3  x 2


  　 　  w z =   𝜕 w  𝜕 z = −  x 3


  w


  　 　 J =  |      u x   u y   u z    v x   v y   v z    w x   w y   w z | =  u x  |      v y   v z    w y   w z | +  u y  |      v z   v x    w z   w x | +  u z  |      v x   v y    w x   w y |


  　 　  |      v y   v z    w y   w z | , 　  |      v z   v x    w z   w x | , 　  |      v x   v y    w x   w y |


  　 　  |      v y   v z    w y   w z | =  v y  w z −  v z  w y


  　 =  {  1 + 9  x 2  y 2 + 6 x y  (  4 + 3 x y ) + 6  x 2  (  1 + x y ) z } ∙  (  −  x 3 )


  　 　 　 　 − 3 x    (  1 + x y ) 2 ∙  (  − 3  x 2 )


  　 = −  x 3 − 9  x 5  y 2 − 6  x 4 y  (  4 + 3 x y ) − 6  x 5  (  1 + x y ) z + 9  x 3    (  1 + x y ) 2


  　 = −  x 3 − 9  x 5  y 2 + 9  x 3    (  1 + x y ) 2 − 6  x 4 y  (  4 + 3 x y ) − 6  x 5  (  1 + x y ) z


  　 　  |      v z   v x    w z   w x | =  v z  w x −  v x  w z


  　 = 3 x    (  1 + x y ) 2 ∙  (  2 − 6 x y − 3  x 2 z )


  　 　 　 　 −  {  9 x  y 3 + 3  y 2  (  4 + 3 x y ) + 6 x y  (  1 + x y ) z + 3    (  1 + x y ) 2 z } ∙  (  −  x 3 )


  　 = 6 x    (  1 + x y ) 2 − 18  x 2 y    (  1 + x y ) 2 − 9  x 3    (  1 + x y ) 2 z


  　 　 　 　 + 9  x 4  y 3 + 3  x 3  y 2  (  4 + 3 x y ) + 6  x 4 y  (  1 + x y ) z + 3  x 3    (  1 + x y ) 2 z


  　 = 9  x 4  y 3 + 6 x    (  1 + x y ) 2 − 18  x 2 y    (  1 + x y ) 2 + 3  x 3  y 2  (  4 + 3 x y )


  　 　 　 　 + 6  x 4 y  (  1 + x y ) z − 9  x 3    (  1 + x y ) 2 z + 3  x 3    (  1 + x y ) 2 z


  　 = 9  x 4  y 3 + 6 x    (  1 + x y ) 2 − 18  x 2 y    (  1 + x y ) 2 + 3  x 3  y 2  (  4 + 3 x y )


  　 　 　 　 + 6  x 4 y  (  1 + x y ) z − 6  x 3    (  1 + x y ) 2 z


  　 　  |      v x   v y    w x   w y | =  v x  w y −  v y  w x


  　 =  {  9 x  y 3 + 3  y 2  (  4 + 3 x y ) + 6 x y  (  1 + x y ) z + 3    (  1 + x y ) 2 z } ∙  (  − 3  x 2 )


  　 　 　 　 −  {  1 + 9  x 2  y 2 + 6 x y  (  4 + 3 x y ) + 6  x 2  (  1 + x y ) z } ∙  (  2 − 6 x y − 3  x 2 z )


  　 = − 27  x 3  y 3 − 9  x 2  y 2  (  4 + 3 x y ) − 18  x 3 y  (  1 + x y ) z − 9  x 2    (  1 + x y ) 2 z


  　 　 　 　 − 2 − 18  x 2  y 2 − 12 x y  (  4 + 3 x y ) − 12  x 2  (  1 + x y ) z


  　 　 　 　 + 6 x y + 54  x 3  y 3 + 36  x 2  y 2  (  4 + 3 x y ) + 36  x 3 y  (  1 + x y ) z


  　 　 　 　 + 3  x 2 z + 27  x 4  y 2 z + 18  x 3 y  (  4 + 3 x y ) z + 18  x 4  (  1 + x y )  z 2


  　 = − 2 + 6 x y − 18  x 2  y 2 − 27  x 3  y 3 + 54  x 3  y 3


  　 　 　 　 − 12 x y  (  4 + 3 x y ) − 9  x 2  y 2  (  4 + 3 x y ) + 36  x 2  y 2  (  4 + 3 x y )


  　 　 　 　 + 3  x 2 z + 27  x 4  y 2 z − 12  x 2  (  1 + x y ) z


  　 　 　 　 − 18  x 3 y  (  1 + x y ) z + 36  x 3 y  (  1 + x y ) z − 9  x 2    (  1 + x y ) 2 z


  　 　 　 　 + 18  x 3 y  (  4 + 3 x y ) z + 18  x 4  (  1 + x y )  z 2


  　 = − 2 + 6 x y − 18  x 2  y 2 + 27  x 3  y 3


  　 　 　 　 − 12 x y  (  4 + 3 x y ) + 27  x 2  y 2  (  4 + 3 x y )


  　 　 　 　 + 3  x 2 z + 27  x 4  y 2 z − 12  x 2  (  1 + x y ) z


  　 　 　 　 + 18  x 3 y  (  1 + x y ) z − 9  x 2    (  1 + x y ) 2 z


  　 　 　 　 + 18  x 3 y  (  4 + 3 x y ) z + 18  x 4  (  1 + x y )  z 2


  　 　  u x  |      v y   v z    w y   w z | , 　  u y  |      v z   v x    w z   w x | , 　  u z  |      v x   v y    w x   w y |


  　 　  u x  |      v y   v z    w y   w z | =  {  3  y 3  (  1 + x y ) +  y 3  (  4 + 3 x y ) + 3 y    (  1 + x y ) 2 z }  |      v y   v z    w y   w z |


  　 = 3  y 3  (  1 + x y )  |      v y   v z    w y   w z | +  y 3  (  4 + 3 x y )  |      v y   v z    w y   w z | + 3 y    (  1 + x y ) 2 z  |      v y   v z    w y   w z |


  　 = 3  y 3  (  1 + x y ) ∙  {  −  x 3 − 9  x 5  y 2 + 9  x 3    (  1 + x y ) 2 − 6  x 4 y  (  4 + 3 x y ) − 6  x 5  (  1 + x y ) z }


  　 　 　 +  y 3  (  4 + 3 x y )


  　 　 　 　 　 ∙  {  −  x 3 − 9  x 5  y 2 + 9  x 3    (  1 + x y ) 2 − 6  x 4 y  (  4 + 3 x y ) − 6  x 5  (  1 + x y ) z }


  　 　 　 + 3 y    (  1 + x y ) 2 z


  　 　 　 　 　 ∙  {  −  x 3 − 9  x 5  y 2 + 9  x 3    (  1 + x y ) 2 − 6  x 4 y  (  4 + 3 x y ) − 6  x 5  (  1 + x y ) z }


  　 = − 3  x 3  y 3  (  1 + x y ) − 27  x 5  y 5  (  1 + x y ) + 27  x 3  y 3    (  1 + x y ) 3


  　 　 　 　 　 − 18  x 4  y 4  (  1 + x y )  (  4 + 3 x y ) − 18  x 5  y 3    (  1 + x y ) 2 z


  　 　 　 −  x 3  y 3  (  4 + 3 x y ) − 9  x 5  y 5  (  4 + 3 x y ) + 9  x 3  y 3    (  1 + x y ) 2  (  4 + 3 x y )


  　 　 　 　 　 − 6  x 4  y 4    (  4 + 3 x y ) 2 − 6  x 5  y 3  (  1 + x y )  (  4 + 3 x y ) z


  　 　 　 − 3  x 3 y    (  1 + x y ) 2 z − 27  x 5  y 3    (  1 + x y ) 2 z + 27  x 3 y    (  1 + x y ) 4 z


  　 　 　 　 　 − 18  x 4  y 2    (  1 + x y ) 2  (  4 + 3 x y ) z − 18  x 5 y    (  1 + x y ) 3  z 2


  　 = − 3  x 3  y 3  (  1 + x y ) − 27  x 5  y 5  (  1 + x y ) + 27  x 3  y 3    (  1 + x y ) 3


  　 　 　 　 　 − 18  x 4  y 4  (  1 + x y )  (  4 + 3 x y ) −  x 3  y 3  (  4 + 3 x y ) − 9  x 5  y 5  (  4 + 3 x y )


  　 　 　 　 　 + 9  x 3  y 3    (  1 + x y ) 2  (  4 + 3 x y ) − 6  x 4  y 4    (  4 + 3 x y ) 2


  　 　 　 − 18  x 5  y 3    (  1 + x y ) 2 z − 6  x 5  y 3  (  1 + x y )  (  4 + 3 x y ) z − 3  x 3 y    (  1 + x y ) 2 z


  　 　 　 　 　 − 27  x 5  y 3    (  1 + x y ) 2 z + 27  x 3 y    (  1 + x y ) 4 z − 18  x 4  y 2    (  1 + x y ) 2  (  4 + 3 x y ) z


  　 　 　 　 　 − 18  x 5 y    (  1 + x y ) 3  z 2


  　 = − 3  x 3  y 3  (  1 + x y ) − 27  x 5  y 5  (  1 + x y ) + 27  x 3  y 3    (  1 + x y ) 3


  　 　 　 　 　 −  x 3  y 3  (  4 + 3 x y ) − 9  x 5  y 5  (  4 + 3 x y ) − 6  x 4  y 4    (  4 + 3 x y ) 2


  　 　 　 　 　 − 18  x 4  y 4  (  1 + x y )  (  4 + 3 x y ) + 9  x 3  y 3    (  1 + x y ) 2  (  4 + 3 x y )


  　 　 　 − 3  x 3 y    (  1 + x y ) 2 z − 18  x 5  y 3    (  1 + x y ) 2 z − 27  x 5  y 3    (  1 + x y ) 2 z


  　 　 　 　 　 + 27  x 3 y    (  1 + x y ) 4 z − 6  x 5  y 3  (  1 + x y )  (  4 + 3 x y ) z


  　 　 　 　 　 − 18  x 4  y 2    (  1 + x y ) 2  (  4 + 3 x y ) z − 18  x 5 y    (  1 + x y ) 3  z 2


  　 = − 3  x 3  y 3  (  1 + x y ) − 27  x 5  y 5  (  1 + x y ) + 27  x 3  y 3    (  1 + x y ) 3


  　 　 　 　 　 −  x 3  y 3  (  4 + 3 x y ) − 9  x 5  y 5  (  4 + 3 x y ) − 6  x 4  y 4    (  4 + 3 x y ) 2


  　 　 　 　 　 − 18  x 4  y 4  (  1 + x y )  (  4 + 3 x y ) + 9  x 3  y 3    (  1 + x y ) 2  (  4 + 3 x y )


  　 　 　 − 3  x 3 y    (  1 + x y ) 2 z − 45  x 5  y 3    (  1 + x y ) 2 z


  　 　 　 　 　 + 27  x 3 y    (  1 + x y ) 4 z − 6  x 5  y 3  (  1 + x y )  (  4 + 3 x y ) z


  　 　 　 　 　 　 − 18  x 4  y 2    (  1 + x y ) 2  (  4 + 3 x y ) z − 18  x 5 y    (  1 + x y ) 3  z 2


  　 　  u y  |      v z   v x    w z   w x |


  　 =  {  3 x  y 2  (  1 + x y ) + x  y 2  (  4 + 3 x y ) + 2 y  (  1 + x y )  (  4 + 3 x y ) + 3 x    (  1 + x y ) 2 z }  |      v z   v x    w z   w x |


  　 = 3 x  y 2  (  1 + x y )  |      v z   v x    w z   w x | + x  y 2  (  4 + 3 x y )  |      v z   v x    w z   w x |


  　 　 　 　 + 2 y  (  1 + x y )  (  4 + 3 x y )  |      v z   v x    w z   w x | + 3 x    (  1 + x y ) 2 z  |      v z   v x    w z   w x |


  　 = 3 x  y 2  (  1 + x y )


  　 　 　 ∙  {  9  x 4  y 3 + 6 x    (  1 + x y ) 2 − 18  x 2 y    (  1 + x y ) 2 + 3  x 3  y 2  (  4 + 3 x y )


  　 　 　 　 　 　 　 　   + 6  x 4 y  (  1 + x y ) z − 6  x 3    (  1 + x y ) 2 z }


  　 　 　 + x  y 2  (  4 + 3 x y )


  　 　 　 ∙  {  9  x 4  y 3 + 6 x    (  1 + x y ) 2 − 18  x 2 y    (  1 + x y ) 2 + 3  x 3  y 2  (  4 + 3 x y )


  　 　 　 　 　 　 　 　   + 6  x 4 y  (  1 + x y ) z − 6  x 3    (  1 + x y ) 2 z }


  　 　 　 + 2 y  (  1 + x y )  (  4 + 3 x y )


  　 　 　 ∙  {  9  x 4  y 3 + 6 x    (  1 + x y ) 2 − 18  x 2 y    (  1 + x y ) 2 + 3  x 3  y 2  (  4 + 3 x y )


  　 　 　 　 　 　 　 　   + 6  x 4 y  (  1 + x y ) z − 6  x 3    (  1 + x y ) 2 z }


  　 　 　 + 3 x    (  1 + x y ) 2 z


  　 　 　 ∙  {  9  x 4  y 3 + 6 x    (  1 + x y ) 2 − 18  x 2 y    (  1 + x y ) 2 + 3  x 3  y 2  (  4 + 3 x y )


  　 　 　 　 　 　 　 　   + 6  x 4 y  (  1 + x y ) z − 6  x 3    (  1 + x y ) 2 z }


  　 = 27  x 5  y 5  (  1 + x y ) + 18  x 2  y 2    (  1 + x y ) 3 − 54  x 3  y 3    (  1 + x y ) 3


  　 　 　 　 　 + 9  x 4  y 4  (  1 + x y )  (  4 + 3 x y ) + 18  x 5  y 3    (  1 + x y ) 2 z − 18  x 4  y 2    (  1 + x y ) 3 z


  　 　 　 + 9  x 5  y 5  (  4 + 3 x y ) + 6  x 2  y 2    (  1 + x y ) 2  (  4 + 3 x y ) − 18  x 3  y 3    (  1 + x y ) 2  (  4 + 3 x y )


  　 　 　 　 　 + 3  x 4  y 4    (  4 + 3 x y ) 2 + 6  x 5  y 3  (  1 + x y )  (  4 + 3 x y ) z − 6  x 4  y 2    (  1 + x y ) 2  (  4 + 3 x y ) z


  　 　 　 + 18  x 4  y 4  (  1 + x y )  (  4 + 3 x y ) + 12 x y    (  1 + x y ) 3  (  4 + 3 x y )


  　 　 　 　 　 − 36  x 2  y 2    (  1 + x y ) 3  (  4 + 3 x y ) + 6  x 3  y 3  (  1 + x y )    (  4 + 3 x y ) 2


  　 　 　 　 　 + 12  x 4  y 2    (  1 + x y ) 2  (  4 + 3 x y ) z − 12  x 3 y    (  1 + x y ) 3  (  4 + 3 x y ) z


  　 　 　 + 27  x 5  y 3    (  1 + x y ) 2 z + 18  x 2    (  1 + x y ) 4 z − 54  x 3 y    (  1 + x y ) 4 z


  　 　 　 　 　 + 9  x 4  y 2    (  1 + x y ) 2  (  4 + 3 x y ) z + 18  x 5 y    (  1 + x y ) 3  z 2 − 18  x 4    (  1 + x y ) 4  z 2


  　 = 27  x 5  y 5  (  1 + x y ) + 18  x 2  y 2    (  1 + x y ) 3 − 54  x 3  y 3    (  1 + x y ) 3


  　 　 　 　 　 + 9  x 4  y 4  (  1 + x y )  (  4 + 3 x y ) + 9  x 5  y 5  (  4 + 3 x y ) + 6  x 2  y 2    (  1 + x y ) 2  (  4 + 3 x y )


  　 　 　 　 　 − 18  x 3  y 3    (  1 + x y ) 2  (  4 + 3 x y ) + 3  x 4  y 4    (  4 + 3 x y ) 2 + 18  x 4  y 4  (  1 + x y )  (  4 + 3 x y )


  　 　 　 　 　 + 12 x y    (  1 + x y ) 3  (  4 + 3 x y ) − 36  x 2  y 2    (  1 + x y ) 3  (  4 + 3 x y )


  　 　 　 　 　 + 6  x 3  y 3  (  1 + x y )    (  4 + 3 x y ) 2


  　 　 　 + 18  x 5  y 3    (  1 + x y ) 2 z − 18  x 4  y 2    (  1 + x y ) 3 z + 6  x 5  y 3  (  1 + x y )  (  4 + 3 x y ) z


  　 　 　 　 　 − 6  x 4  y 2    (  1 + x y ) 2  (  4 + 3 x y ) z + 12  x 4  y 2    (  1 + x y ) 2  (  4 + 3 x y ) z


  　 　 　 　 　 − 12  x 3 y    (  1 + x y ) 3  (  4 + 3 x y ) z + 27  x 5  y 3    (  1 + x y ) 2 z + 18  x 2    (  1 + x y ) 4 z


  　 　 　 　 　 − 54  x 3 y    (  1 + x y ) 4 z + 9  x 4  y 2    (  1 + x y ) 2  (  4 + 3 x y ) z


  　 　 　 　 　 + 18  x 5 y    (  1 + x y ) 3  z 2 − 18  x 4    (  1 + x y ) 4  z 2


  　 = 27  x 5  y 5  (  1 + x y ) + 18  x 2  y 2    (  1 + x y ) 3 − 54  x 3  y 3    (  1 + x y ) 3 + 9  x 5  y 5  (  4 + 3 x y )


  　 　 　 　 　 + 3  x 4  y 4    (  4 + 3 x y ) 2 + 9  x 4  y 4  (  1 + x y )  (  4 + 3 x y ) + 18  x 4  y 4  (  1 + x y )  (  4 + 3 x y )


  　 　 　 　 　 + 6  x 3  y 3  (  1 + x y )    (  4 + 3 x y ) 2 + 6  x 2  y 2    (  1 + x y ) 2  (  4 + 3 x y )


  　 　 　 　 　 − 18  x 3  y 3    (  1 + x y ) 2  (  4 + 3 x y ) + 12 x y    (  1 + x y ) 3  (  4 + 3 x y )


  　 　 　 　 　 − 36  x 2  y 2    (  1 + x y ) 3  (  4 + 3 x y )


  　 　 　 + 18  x 5  y 3    (  1 + x y ) 2 z + 27  x 5  y 3    (  1 + x y ) 2 z − 18  x 4  y 2    (  1 + x y ) 3 z


  　 　 　 　 　 + 18  x 2    (  1 + x y ) 4 z − 54  x 3 y    (  1 + x y ) 4 z + 6  x 5  y 3  (  1 + x y )  (  4 + 3 x y ) z


  　 　 　 　 　 − 6  x 4  y 2    (  1 + x y ) 2  (  4 + 3 x y ) z + 12  x 4  y 2    (  1 + x y ) 2  (  4 + 3 x y ) z


  　 　 　 　 　 + 9  x 4  y 2    (  1 + x y ) 2  (  4 + 3 x y ) z − 12  x 3 y    (  1 + x y ) 3  (  4 + 3 x y ) z


  　 　 　 　 　 + 18  x 5 y    (  1 + x y ) 3  z 2 − 18  x 4    (  1 + x y ) 4  z 2


  　 = 27  x 5  y 5  (  1 + x y ) + 18  x 2  y 2    (  1 + x y ) 3 − 54  x 3  y 3    (  1 + x y ) 3 + 9  x 5  y 5  (  4 + 3 x y )


  　 　 　 　 　 + 3  x 4  y 4    (  4 + 3 x y ) 2 + 27  x 4  y 4  (  1 + x y )  (  4 + 3 x y )


  　 　 　 　 　 + 6  x 3  y 3  (  1 + x y )    (  4 + 3 x y ) 2 + 6  x 2  y 2    (  1 + x y ) 2  (  4 + 3 x y )


  　 　 　 　 　 − 18  x 3  y 3    (  1 + x y ) 2  (  4 + 3 x y ) + 12 x y    (  1 + x y ) 3  (  4 + 3 x y )


  　 　 　 　 　 − 36  x 2  y 2    (  1 + x y ) 3  (  4 + 3 x y )


  　 　 　 + 45  x 5  y 3    (  1 + x y ) 2 z − 18  x 4  y 2    (  1 + x y ) 3 z


  　 　 　 　 　 + 18  x 2    (  1 + x y ) 4 z − 54  x 3 y    (  1 + x y ) 4 z + 6  x 5  y 3  (  1 + x y )  (  4 + 3 x y ) z


  　 　 　 　 　 + 15  x 4  y 2    (  1 + x y ) 2  (  4 + 3 x y ) z − 12  x 3 y    (  1 + x y ) 3  (  4 + 3 x y ) z


  　 　 　 　 　 + 18  x 5 y    (  1 + x y ) 3  z 2 − 18  x 4    (  1 + x y ) 4  z 2


  　 　  u z  |      v x   v y    w x   w y | =    (  1 + x y ) 3  |      v x   v y    w x   w y |


  　 =    (  1 + x y ) 3 ∙  {  − 2 + 6 x y − 18  x 2  y 2 + 27  x 3  y 3 − 12 x y  (  4 + 3 x y ) + 27  x 2  y 2  (  4 + 3 x y )


  　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 + 3  x 2 z + 27  x 4  y 2 z − 12  x 2  (  1 + x y ) z + 18  x 3 y  (  1 + x y ) z


  　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　     − 9  x 2    (  1 + x y ) 2 z + 18  x 3 y  (  4 + 3 x y ) z + 18  x 4  (  1 + x y )  z 2 }


  　 = − 2    (  1 + x y ) 3 + 6 x y    (  1 + x y ) 3 − 18  x 2  y 2    (  1 + x y ) 3


  　 　 　 　 　 + 27  x 3  y 3    (  1 + x y ) 3 − 12 x y    (  1 + x y ) 3  (  4 + 3 x y ) + 27  x 2  y 2    (  1 + x y ) 3  (  4 + 3 x y )


  　 　 　 + 3  x 2    (  1 + x y ) 3 z + 27  x 4  y 2    (  1 + x y ) 3 z − 12  x 2    (  1 + x y ) 4 z + 18  x 3 y    (  1 + x y ) 4 z


  　 　 　 　 　 − 9  x 2    (  1 + x y ) 5 z + 18  x 3 y    (  1 + x y ) 3  (  4 + 3 x y ) z + 18  x 4    (  1 + x y ) 4  z 2


  　 　 J =  |      u x   u y   u z    v x   v y   v z    w x   w y   w z | =  u x  |      v y   v z    w y   w z | +  u y  |      v z   v x    w z   w x | +  u z  |      v x   v y    w x   w y |


  　 = − 3  x 3  y 3  (  1 + x y ) − 27  x 5  y 5  (  1 + x y ) + 27  x 3  y 3    (  1 + x y ) 3


  　 　 　 　 　 −  x 3  y 3  (  4 + 3 x y ) − 9  x 5  y 5  (  4 + 3 x y ) − 6  x 4  y 4    (  4 + 3 x y ) 2


  　 　 　 　 　 − 18  x 4  y 4  (  1 + x y )  (  4 + 3 x y ) + 9  x 3  y 3    (  1 + x y ) 2  (  4 + 3 x y )


  　 　 　 − 3  x 3 y    (  1 + x y ) 2 z − 45  x 5  y 3    (  1 + x y ) 2 z


  　 　 　 　 　 + 27  x 3 y    (  1 + x y ) 4 z − 6  x 5  y 3  (  1 + x y )  (  4 + 3 x y ) z


  　 　 　 　 　 − 18  x 4  y 2    (  1 + x y ) 2  (  4 + 3 x y ) z − 18  x 5 y    (  1 + x y ) 3  z 2


  　 　 + 27  x 5  y 5  (  1 + x y ) + 18  x 2  y 2    (  1 + x y ) 3 − 54  x 3  y 3    (  1 + x y ) 3 + 9  x 5  y 5  (  4 + 3 x y )


  　 　 　 　 　 + 3  x 4  y 4    (  4 + 3 x y ) 2 + 27  x 4  y 4  (  1 + x y )  (  4 + 3 x y )


  　 　 　 　 　 + 6  x 3  y 3  (  1 + x y )    (  4 + 3 x y ) 2 + 6  x 2  y 2    (  1 + x y ) 2  (  4 + 3 x y )


  　 　 　 　 　 − 18  x 3  y 3    (  1 + x y ) 2  (  4 + 3 x y ) + 12 x y    (  1 + x y ) 3  (  4 + 3 x y )


  　 　 　 　 　 − 36  x 2  y 2    (  1 + x y ) 3  (  4 + 3 x y )


  　 　 　 + 45  x 5  y 3    (  1 + x y ) 2 z − 18  x 4  y 2    (  1 + x y ) 3 z


  　 　 　 　 　 + 18  x 2    (  1 + x y ) 4 z − 54  x 3 y    (  1 + x y ) 4 z + 6  x 5  y 3  (  1 + x y )  (  4 + 3 x y ) z


  　 　 　 　 　 + 15  x 4  y 2    (  1 + x y ) 2  (  4 + 3 x y ) z − 12  x 3 y    (  1 + x y ) 3  (  4 + 3 x y ) z


  　 　 　 　 　 + 18  x 5 y    (  1 + x y ) 3  z 2 − 18  x 4    (  1 + x y ) 4  z 2


  　 　 − 2    (  1 + x y ) 3 + 6 x y    (  1 + x y ) 3 − 18  x 2  y 2    (  1 + x y ) 3


  　 　 　 　 　 + 27  x 3  y 3    (  1 + x y ) 3 − 12 x y    (  1 + x y ) 3  (  4 + 3 x y ) + 27  x 2  y 2    (  1 + x y ) 3  (  4 + 3 x y )


  　 　 　 + 3  x 2    (  1 + x y ) 3 z + 27  x 4  y 2    (  1 + x y ) 3 z − 12  x 2    (  1 + x y ) 4 z + 18  x 3 y    (  1 + x y ) 4 z


  　 　 　 　 　 − 9  x 2    (  1 + x y ) 5 z + 18  x 3 y    (  1 + x y ) 3  (  4 + 3 x y ) z + 18  x 4    (  1 + x y ) 4  z 2


  　  J  x y = − 3  x 3  y 3  (  1 + x y ) − 27  x 5  y 5  (  1 + x y ) + 27  x 3  y 3    (  1 + x y ) 3


  　 　 　 　 　 −  x 3  y 3  (  4 + 3 x y ) − 9  x 5  y 5  (  4 + 3 x y ) − 6  x 4  y 4    (  4 + 3 x y ) 2


  　 　 　 　 　 − 18  x 4  y 4  (  1 + x y )  (  4 + 3 x y ) + 9  x 3  y 3    (  1 + x y ) 2  (  4 + 3 x y )


  　 　 　 + 27  x 5  y 5  (  1 + x y ) + 18  x 2  y 2    (  1 + x y ) 3 − 54  x 3  y 3    (  1 + x y ) 3 + 9  x 5  y 5  (  4 + 3 x y )


  　 　 　 　 　 + 3  x 4  y 4    (  4 + 3 x y ) 2 + 27  x 4  y 4  (  1 + x y )  (  4 + 3 x y )


  　 　 　 　 　 + 6  x 3  y 3  (  1 + x y )    (  4 + 3 x y ) 2 + 6  x 2  y 2    (  1 + x y ) 2  (  4 + 3 x y )


  　 　 　 　 　 − 18  x 3  y 3    (  1 + x y ) 2  (  4 + 3 x y ) + 12 x y    (  1 + x y ) 3  (  4 + 3 x y )


  　 　 　 　 　 − 36  x 2  y 2    (  1 + x y ) 3  (  4 + 3 x y )


  　 　 　 − 2    (  1 + x y ) 3 + 6 x y    (  1 + x y ) 3 − 18  x 2  y 2    (  1 + x y ) 3


  　 　 　 　 　 + 27  x 3  y 3    (  1 + x y ) 3 − 12 x y    (  1 + x y ) 3  (  4 + 3 x y ) + 27  x 2  y 2    (  1 + x y ) 3  (  4 + 3 x y )


  z


  　 　 = − 3  x 3  y 3  (  1 + x y )


  　 　 　 　 　 −  x 3  y 3  (  4 + 3 x y ) − 6  x 4  y 4    (  4 + 3 x y ) 2


  　 　 　 　 　 − 18  x 4  y 4  (  1 + x y )  (  4 + 3 x y ) + 9  x 3  y 3    (  1 + x y ) 2  (  4 + 3 x y )


  　 　 　 + 3  x 4  y 4    (  4 + 3 x y ) 2 + 27  x 4  y 4  (  1 + x y )  (  4 + 3 x y )


  　 　 　 　 　 + 6  x 3  y 3  (  1 + x y )    (  4 + 3 x y ) 2 + 6  x 2  y 2    (  1 + x y ) 2  (  4 + 3 x y )


  　 　 　 　 　 − 18  x 3  y 3    (  1 + x y ) 2  (  4 + 3 x y )


  　 　 　 　 　 − 36  x 2  y 2    (  1 + x y ) 3  (  4 + 3 x y )


  　 　 　 − 2    (  1 + x y ) 3 + 6 x y    (  1 + x y ) 3


  　 　 　 　 　 + 27  x 2  y 2    (  1 + x y ) 3  (  4 + 3 x y )


  z


  　 　 = − 3  x 3  y 3  (  1 + x y )


  　 　 　 　 　 −  x 3  y 3  (  4 + 3 x y ) − 6  x 4  y 4    (  4 + 3 x y ) 2


  　 　 　 　 　 − 18  x 4  y 4  (  1 + x y )  (  4 + 3 x y ) + 9  x 3  y 3    (  1 + x y ) 2  (  4 + 3 x y )


  　 　 　 + 3  x 4  y 4    (  4 + 3 x y ) 2 + 27  x 4  y 4  (  1 + x y )  (  4 + 3 x y )


  　 　 　 　 　 + 6  x 3  y 3  (  1 + x y )    (  4 + 3 x y ) 2 + 6  x 2  y 2    (  1 + x y ) 2  (  4 + 3 x y )


  　 　 　 　 　 − 18  x 3  y 3    (  1 + x y ) 2  (  4 + 3 x y )


  　 　 　 　 　 − 36  x 2  y 2    (  1 + x y ) 3  (  4 + 3 x y )


  　 　 　 − 2    (  1 + x y ) 3 + 6 x y    (  1 + x y ) 3


  　 　 　 　 　 + 27  x 2  y 2    (  1 + x y ) 3  (  4 + 3 x y )


  z


  　 　 = − 3  x 3  y 3  (  1 + x y )


  　 　 　 　 　 −  x 3  y 3  (  4 + 3 x y ) − 3  x 4  y 4    (  4 + 3 x y ) 2


  　 　 　 　 　 + 9  x 4  y 4  (  1 + x y )  (  4 + 3 x y ) − 9  x 3  y 3    (  1 + x y ) 2  (  4 + 3 x y )


  　 　 　 + 6  x 3  y 3  (  1 + x y )    (  4 + 3 x y ) 2 + 6  x 2  y 2    (  1 + x y ) 2  (  4 + 3 x y )


  　 　 　 　 　 − 9  x 2  y 2    (  1 + x y ) 3  (  4 + 3 x y )


  　 　 　 − 2    (  1 + x y ) 3 + 6 x y    (  1 + x y ) 3


  z


  　  J  x y z = − 3  x 3 y    (  1 + x y ) 2 z − 45  x 5  y 3    (  1 + x y ) 2 z


  　 　 　 　 　 + 27  x 3 y    (  1 + x y ) 4 z − 6  x 5  y 3  (  1 + x y )  (  4 + 3 x y ) z


  　 　 　 　 　 − 18  x 4  y 2    (  1 + x y ) 2  (  4 + 3 x y ) z − 18  x 5 y    (  1 + x y ) 3  z 2


  　 　 　 + 45  x 5  y 3    (  1 + x y ) 2 z − 18  x 4  y 2    (  1 + x y ) 3 z


  　 　 　 　 　 + 18  x 2    (  1 + x y ) 4 z − 54  x 3 y    (  1 + x y ) 4 z + 6  x 5  y 3  (  1 + x y )  (  4 + 3 x y ) z


  　 　 　 　 　 + 15  x 4  y 2    (  1 + x y ) 2  (  4 + 3 x y ) z − 12  x 3 y    (  1 + x y ) 3  (  4 + 3 x y ) z


  　 　 　 　 　 + 18  x 5 y    (  1 + x y ) 3  z 2 − 18  x 4    (  1 + x y ) 4  z 2


  　 　 　 + 3  x 2    (  1 + x y ) 3 z + 27  x 4  y 2    (  1 + x y ) 3 z − 12  x 2    (  1 + x y ) 4 z + 18  x 3 y    (  1 + x y ) 4 z


  　 　 　 　 　 − 9  x 2    (  1 + x y ) 5 z + 18  x 3 y    (  1 + x y ) 3  (  4 + 3 x y ) z + 18  x 4    (  1 + x y ) 4  z 2


  z


  　 　 = − 3  x 3 y    (  1 + x y ) 2 z


  　 　 　 　 　 + 27  x 3 y    (  1 + x y ) 4 z


  　 　 　 　 　 − 18  x 4  y 2    (  1 + x y ) 2  (  4 + 3 x y ) z


  　 　 　 − 18  x 4  y 2    (  1 + x y ) 3 z


  　 　 　 　 　 + 18  x 2    (  1 + x y ) 4 z − 54  x 3 y    (  1 + x y ) 4 z


  　 　 　 　 　 + 15  x 4  y 2    (  1 + x y ) 2  (  4 + 3 x y ) z − 12  x 3 y    (  1 + x y ) 3  (  4 + 3 x y ) z


  　 　 　 + 3  x 2    (  1 + x y ) 3 z + 27  x 4  y 2    (  1 + x y ) 3 z − 12  x 2    (  1 + x y ) 4 z + 18  x 3 y    (  1 + x y ) 4 z


  　 　 　 　 　 − 9  x 2    (  1 + x y ) 5 z + 18  x 3 y    (  1 + x y ) 3  (  4 + 3 x y ) z


  z


  　 　 = − 3  x 3 y    (  1 + x y ) 2 z


  　 　 　 　 　 + 27  x 3 y    (  1 + x y ) 4 z


  　 　 　 　 　 − 18  x 4  y 2    (  1 + x y ) 2  (  4 + 3 x y ) z


  　 　 　 − 18  x 4  y 2    (  1 + x y ) 3 z


  　 　 　 　 　 + 18  x 2    (  1 + x y ) 4 z − 54  x 3 y    (  1 + x y ) 4 z


  　 　 　 　 　 + 15  x 4  y 2    (  1 + x y ) 2  (  4 + 3 x y ) z − 12  x 3 y    (  1 + x y ) 3  (  4 + 3 x y ) z


  　 　 　 + 3  x 2    (  1 + x y ) 3 z + 27  x 4  y 2    (  1 + x y ) 3 z − 12  x 2    (  1 + x y ) 4 z + 18  x 3 y    (  1 + x y ) 4 z


  　 　 　 　 　 − 9  x 2    (  1 + x y ) 5 z + 18  x 3 y    (  1 + x y ) 3  (  4 + 3 x y ) z


  z


  　 　 = − 3  x 3 y    (  1 + x y ) 2 z


  　 　 　 　 　 − 9  x 3 y    (  1 + x y ) 4 z


  　 　 　 　 　 − 3  x 4  y 2    (  1 + x y ) 2  (  4 + 3 x y ) z


  　 　 　 + 9  x 4  y 2    (  1 + x y ) 3 z


  　 　 　 　 　 + 6  x 2    (  1 + x y ) 4 z


  　 　 　 　 　 + 6  x 3 y    (  1 + x y ) 3  (  4 + 3 x y ) z


  　 　 　 + 3  x 2    (  1 + x y ) 3 z


  　 　 　 　 　 − 9  x 2    (  1 + x y ) 5 z


  z


  　 　 J =  J  x y +  J  x y z


  　 　   = − 3  x 3  y 3  (  1 + x y ) −  x 3  y 3  (  4 + 3 x y ) − 3  x 4  y 4    (  4 + 3 x y ) 2


  　 　 　 　 　 　 + 9  x 4  y 4  (  1 + x y )  (  4 + 3 x y ) − 9  x 3  y 3    (  1 + x y ) 2  (  4 + 3 x y )


  　 　 　 　 　 　 + 6  x 3  y 3  (  1 + x y )    (  4 + 3 x y ) 2 + 6  x 2  y 2    (  1 + x y ) 2  (  4 + 3 x y )


  　 　 　 　 　 　 − 9  x 2  y 2    (  1 + x y ) 3  (  4 + 3 x y ) − 2    (  1 + x y ) 3 + 6 x y    (  1 + x y ) 3


  　 　 　 　 − 3  x 3 y    (  1 + x y ) 2 z − 9  x 3 y    (  1 + x y ) 4 z − 3  x 4  y 2    (  1 + x y ) 2  (  4 + 3 x y ) z


  　 　 　 　 　 　 + 9  x 4  y 2    (  1 + x y ) 3 z + 6  x 2    (  1 + x y ) 4 z + 6  x 3 y    (  1 + x y ) 3  (  4 + 3 x y ) z


  　 　 　 　 　 　 + 3  x 2    (  1 + x y ) 3 z − 9  x 2    (  1 + x y ) 5 z


  　 　   = − 2    (  1 + x y ) 3 − 3  x 3  y 3  (  1 + x y ) −  x 3  y 3  (  4 + 3 x y ) − 3  x 4  y 4    (  4 + 3 x y ) 2


  　 　 　 　 　 　 − 9  x 3  y 3    (  1 + x y ) 2  (  4 + 3 x y ) − 9  x 2  y 2    (  1 + x y ) 3  (  4 + 3 x y )


  　 　 　 　 + 6 x y    (  1 + x y ) 3 + 9  x 4  y 4  (  1 + x y )  (  4 + 3 x y ) + 6  x 3  y 3  (  1 + x y )    (  4 + 3 x y ) 2


  　 　 　 　 　 　 + 6  x 2  y 2    (  1 + x y ) 2  (  4 + 3 x y )


  　 　 　 　 − 3  x 3 y    (  1 + x y ) 2 z + 3  x 2    (  1 + x y ) 3 z + 9  x 4  y 2    (  1 + x y ) 3 z + 6  x 2    (  1 + x y ) 4 z


  　 　 　 　 　 　 − 9  x 3 y    (  1 + x y ) 4 z − 9  x 2    (  1 + x y ) 5 z


  　 　 　 　 　 　 − 3  x 4  y 2    (  1 + x y ) 2  (  4 + 3 x y ) z + 6  x 3 y    (  1 + x y ) 3  (  4 + 3 x y ) z


  　 　   = − 2    (  1 + x y ) 3 − 3  x 3  y 3  (  1 + x y ) −  x 3  y 3  (  4 + 3 x y ) − 3  x 4  y 4    (  4 + 3 x y ) 2


  　 　 　 　 　 　 − 9  x 3  y 3    (  1 + x y ) 2  (  4 + 3 x y ) − 9  x 2  y 2    (  1 + x y ) 3  (  4 + 3 x y )


  　 　 　 　 + 6 x y    (  1 + x y ) 3 + 9  x 4  y 4  (  1 + x y )  (  4 + 3 x y ) + 6  x 3  y 3  (  1 + x y )    (  4 + 3 x y ) 2


  　 　 　 　 　 　 + 6  x 2  y 2    (  1 + x y ) 2  (  4 + 3 x y )


  　 　 　 　 + 3  x 2 y    (  1 + x y ) 2 z


  　 　 　 　 　 　 ∙  {  − x y +  (  1 + x y ) + 3  x 2  y 2  (  1 + x y ) + 2    (  1 + x y ) 2 − 3 x y    (  1 + x y ) 2


  　 　 　 　 　 　 　   　 　 　   − 3    (  1 + x y ) 3 −  x 2  y 2  (  4 + 3 x y ) + 2 x y  (  1 + x y )  (  4 + 3 x y ) }


  　 　   = − 2    (  1 + x y ) 3 − 3  x 3  y 3  (  1 + x y ) −  x 3  y 3  (  4 + 3 x y ) − 3  x 4  y 4    (  4 + 3 x y ) 2


  　 　 　 　 　 　 − 9  x 3  y 3    (  1 + x y ) 2  (  4 + 3 x y ) − 9  x 2  y 2    (  1 + x y ) 3  (  4 + 3 x y )


  　 　 　 　 + 6 x y    (  1 + x y ) 3 + 9  x 4  y 4  (  1 + x y )  (  4 + 3 x y ) + 6  x 3  y 3  (  1 + x y )    (  4 + 3 x y ) 2


  　 　 　 　 　 　 + 6  x 2  y 2    (  1 + x y ) 2  (  4 + 3 x y )


  　 　 　 　 + 3  x 2 y    (  1 + x y ) 2 z


  　 　 　 　 　 　 ∙  {  1 + 3  x 2  y 2  (  1 + x y ) + 2    (  1 + x y ) 2 − 3 x y    (  1 + x y ) 2


  　 　 　 　 　 　 　   　 　 　   − 3    (  1 + x y ) 3 −  x 2  y 2  (  4 + 3 x y ) + 2 x y  (  1 + x y )  (  4 + 3 x y ) }


   J −


   J +


   J 0


  t = x y


  　 　  J − = − 2    (  1 + x y ) 3 − 3  x 3  y 3  (  1 + x y ) −  x 3  y 3  (  4 + 3 x y ) − 3  x 4  y 4    (  4 + 3 x y ) 2


  　 　 　 　 　 　 　 − 9  x 3  y 3    (  1 + x y ) 2  (  4 + 3 x y ) − 9  x 2  y 2    (  1 + x y ) 3  (  4 + 3 x y )


  　 　 　 = − 2    (  1 + t ) 3 − 3  t 3  (  1 + t ) −  t 3  (  4 + 3 t ) − 3  t 4    (  4 + 3 t ) 2


  　 　 　 　 　 　 　 − 9  t 3    (  1 + t ) 2  (  4 + 3 t ) − 9  t 2    (  1 + t ) 3  (  4 + 3 t )


  　 　 　 = − 2  (  1 + 3 t + 3  t 2 +  t 3 ) − 3  t 3  (  1 + t ) −  t 3  (  4 + 3 t ) − 3  t 4  (  16 + 24 t + 9  t 2 )


  　 　 　 　 　 　 　 − 9  t 2    (  1 + t ) 2  (  4 + 3 t )  {  t +  (  1 + t ) }


  　 　 　 = − 2 −  (  6 t + 6  t 2 + 2  t 3 ) −  (  3  t 3 + 3  t 4 ) −  (  4  t 3 + 3  t 4 ) − 3  t 4  (  16 + 24 t + 9  t 2 )


  　 　 　 　 　 　 　 − 9  t 2    (  1 + t ) 2  (  4 + 3 t )  (  1 + 2 t )


  　 　 　 = − 2 −  (  6 t + 6  t 2 + 9  t 3 + 6  t 4 ) − 3  t 4  (  16 + 24 t + 9  t 2 )


  　 　 　 　 　 　 　 − 9  t 2    (  1 + t ) 2  (  4 + 11 t + 6  t 2 )


  　 　 　 = − 2 − 3 t  (  2 + 2 t + 3  t 2 + 2  t 3 ) − 3 t  (  16  t 3 + 24  t 4 + 9  t 5 )


  　 　 　 　 　 　 　 − 9  t 2  (  1 + t )  (  1 + t )  (  4 + 11 t + 6  t 2 )


  　 　 　 = − 2 − 3 t  (  2 + 2 t + 3  t 2 + 18  t 3 + 24  t 4 + 9  t 5 )


  　 　 　 　 　 　 　 − 9  t 2  (  1 + t )  (  4 + 11 t + 6  t 2 + 4 t + 11  t 2 + 6  t 3 )


  　 　 　 = − 2 − 3 t  (  1 + t )  (  2 + 3  t 2 + 15  t 3 + 9  t 4 )


  　 　 　 　 　 　 　 − 9  t 2  (  1 + t )  (  4 + 15 t + 17  t 2 + 6  t 3 )


  　 　 　 = − 2 − 3 t  (  1 + t )  (  2 + 3  t 2 + 15  t 3 + 9  t 4 )


  　 　 　 　 　 　 　 − 3 t  (  1 + t )  (  12 t + 45  t 2 + 51  t 3 + 18  t 3 )


  　 　 　 = − 2 − 3 t  (  1 + t )  (  2 + 12 t + 48  t 2 + 66  t 3 + 27  t 4 )


  t = x y


  　 　  J + = 6 x y    (  1 + x y ) 3 + 9  x 4  y 4  (  1 + x y )  (  4 + 3 x y ) + 6  x 3  y 3  (  1 + x y )    (  4 + 3 x y ) 2


  　 　 　 　 　 　 　 + 6  x 2  y 2    (  1 + x y ) 2  (  4 + 3 x y )


  　 　 　 = 6 t    (  1 + t ) 3 + 9  t 4  (  1 + t )  (  4 + 3 t ) + 6  t 3  (  1 + t )    (  4 + 3 t ) 2


  　 　 　 　 　 　 　 + 6  t 2    (  1 + t ) 2  (  4 + 3 t )


  　 　 　 = 3 t  (  1 + t )  {  2    (  1 + t ) 2 + 3  t 3  (  4 + 3 t ) + 2  t 2    (  4 + 3 t ) 2 + 2 t  (  1 + t )  (  4 + 3 t ) }


  　 　 　 = 3 t  (  1 + t )  {  2    (  1 + t ) 2 + 2 t  (  1 + t )  (  4 + 3 t ) + 3  t 3  (  4 + 3 t ) + 2  t 2    (  4 + 3 t ) 2 }


  　 　 　 = 3 t  (  1 + t )  {  2  (  1 + t )  (   (  1 + t ) + t  (  4 + 3 t ) ) +  t 2  (  4 + 3 t )  (  3 t + 2  (  4 + 3 t ) ) }


  　 　 　 = 3 t  (  1 + t )  {  2  (  1 + t )  (  1 + 5 t + 3  t 2 ) +  t 2  (  4 + 3 t )  (  8 + 9 t ) }


  　 　 　 = 3 t  (  1 + t )  {  2  (  1 + 5 t + 3  t 2 + t + 5  t 2 + 3  t 3 ) +  t 2  (  32 + 60 t + 27  t 2 ) }


  　 　 　 = 3 t  (  1 + t )  (  2 + 12 t + 48  t 2 + 66  t 3 + 27  t 4 )


  t = x y


  　 　  J 0 = 1 + 3  x 2  y 2  (  1 + x y ) + 2    (  1 + x y ) 2 − 3 x y    (  1 + x y ) 2


  　 　 　 　 　 　 　 − 3    (  1 + x y ) 3 −  x 2  y 2  (  4 + 3 x y ) + 2 x y  (  1 + x y )  (  4 + 3 x y )


  　 　 　 = 1 + 3  t 2  (  1 + t ) + 2    (  1 + t ) 2 − 3 t    (  1 + t ) 2


  　 　 　 　 　 　 　 − 3    (  1 + t ) 3 −  t 2  (  4 + 3 t ) + 2 t  (  1 + t )  (  4 + 3 t )


  　 　 　 =


  1 + 3  t 2  (  1 + t ) −  t 2  (  4 + 3 t ) + 2    (  1 + t ) 2 − 3    (  1 + t ) 3


  　 　 　 　 　 　 　 + 2 t  (  1 + t )  (  4 + 3 t ) − 3 t    (  1 + t ) 2


  　 　 　 = 1 +  t 2  {  3  (  1 + t ) −  (  4 + 3 t ) } +    (  1 + t ) 2  {  2 − 3  (  1 + t ) }


  　 　 　 　 　 　 　 + t  (  1 + t )  {  2  (  4 + 3 t ) − 3  (  1 + t ) }


  　 　 　 = 1 −  t 2 −    (  1 + t ) 2  (  1 + 3 t ) + t  (  1 + t )  (  5 + 3 t )


  　 　 　 =  (  1 + t )  {   (  1 − t ) −  (  1 + t )  (  1 + 3 t ) + t  (  5 + 3 t ) } = 0


  　 　 J =  J − +  J + + 3  x 2 y    (  1 + x y ) 2 z ∙  J 0


  　 　   = − 2 − 3 t  (  1 + t )  (  2 + 12 t + 48  t 2 + 66  t 3 + 27  t 4 )


  　 　 　 　 　 　 + 3 t  (  1 + t )  (  2 + 12 t + 48  t 2 + 66  t 3 + 27  t 4 )


  　 　 　 　 　 　 + 3  x 2 y    (  1 + x y ) 2 z ∙ 0


  　 　   = − 2


  　 　 u =    (  1 + x y ) 3 z +  y 2  (  1 + x y )  (  4 + 3 x y )


  　 　 v = y + 3 x    (  1 + x y ) 2 z + 3 x  y 2  (  4 + 3 x y )


  　 　 w = 2 x − 3  x 2 y −  x 3 z


  　 　 J =  |      u x   u y   u z    v x   v y   v z    w x   w y   w z | = − 2

