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反対称行列
（2行2列、3行3列）
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実数を要素とする正方行列 𝐴の転置が −𝐴に等しいとき、すなわち、

𝐴T = −𝐴

が成り立つとき、𝐴を反対称行列（または、歪対称行列、交代行列）と
いう。

本稿では、2行2列と3行3列の反対称行列について、その性質（一般形、
行列式、固有値）を示す。また、3行3列の反対称行列について、その
生成子 𝐽𝑥, 𝐽𝑦, 𝐽𝑧 の間に交換関係

𝐽𝑥𝐽𝑦 − 𝐽𝑦𝐽𝑥 = 𝐽𝑧 , 𝐽𝑦𝐽𝑧 − 𝐽𝑧𝐽𝑦 = 𝐽𝑥 , 𝐽𝑧𝐽𝑥 − 𝐽𝑥𝐽𝑧 = 𝐽𝑦

が成り立つことを示す。

概要
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2行2列の正方行列 𝐴 =
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

が反対称行列であるとき、

𝐴T =
𝑎 𝑐
𝑏 𝑑

, − 𝐴 =
−𝑎 −𝑏
−𝑐 −𝑑

が等しいことより

𝑎 = −𝑎 = 0, 𝑑 = −𝑑 = 0, 𝑏 = −𝑐

となる。したがって、2行2列の反対称行列は

𝐴 =
0 −𝑐
𝑐 0

= 𝑐
0 −1
1 0

の形で表される。

ここで、
0 −1
1 0

は 𝑥軸を 𝑦軸に重ねる 90°回転を表す行列である。

行列の一般形：2行2列
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2行2列の反対称行列 𝐴 =
0 −𝑐
𝑐 0

の行列式は

𝐴 =
0 −𝑐
𝑐 0

= 𝑐2 ≥ 0

である。

固有値は

𝐴 − 𝜆𝐸 =
−𝜆 −𝑐
𝑐 −𝜆

= 𝜆2 + 𝑐2 = 0

より、𝜆 = ±𝑐𝑖である。

𝑐 = ±1のとき、
0 −1
1 0

と
0 1
−1 0

 は直交行列である。

行列式と固有値：2行2列
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3行3列の正方行列 𝐴 =

𝑎11 𝑎12 𝑎13
𝑎21 𝑎22 𝑎23
𝑎31 𝑎32 𝑎33

が反対称行列であるとき、

𝑎𝑗𝑖 = −𝑎𝑖𝑗 であることより

𝑎11 = 𝑎22 = 𝑎33 = 0

𝑎21 = −𝑎12, 𝑎31 = −𝑎13, 𝑎32 = −𝑎23

となる。したがって、3行3列の反対称行列の独立な成分は3個であり、

𝐴 =

0 𝑏 𝑐
−𝑏 0 𝑓
−𝑐 −𝑓 0

の形で表される。

行列の一般形：3行3列
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3行3列の反対称行列 𝐴 =

0 𝑏 𝑐
−𝑏 0 𝑓
−𝑐 −𝑓 0

の行列式は

𝐴 =

0 𝑏 𝑐
−𝑏 0 𝑓
−𝑐 −𝑓 0

= −𝑏𝑓𝑐 + 𝑐𝑏𝑓 = 0

である。

行列式：3行3列
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3行3列の反対称行列 𝐴 =

0 𝑏 𝑐
−𝑏 0 𝑓
−𝑐 −𝑓 0

の固有値は

𝐴 − 𝜆𝐸 =

−𝜆 𝑏 𝑐
−𝑏 −𝜆 𝑓
−𝑐 −𝑓 −𝜆

= −𝜆3 − 𝑓2𝜆 − 𝑏2𝜆 − 𝑐2𝜆 − 𝑏𝑓𝑐 + 𝑐𝑏𝑓

= −𝜆3 − 𝑏2 + 𝑐2 + 𝑓2 𝜆 = −𝜆 𝜆2 + 𝑏2 + 𝑐2 + 𝑓2 = 0

より

𝜆 = 0, ± 𝑖 𝑏2 + 𝑐2 + 𝑓2

である。

固有値：3行3列
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2つのベクトル 𝒂 =

𝑎𝑥
𝑎𝑦
𝑎𝑧

 と 𝒃 =

𝑏𝑥
𝑏𝑦
𝑏𝑧

 の外積 𝒂 × 𝒃は

3行3列の反対称行列 𝐴 =

0 −𝑎𝑧 𝑎𝑦
𝑎𝑧 0 −𝑎𝑥
−𝑎𝑦 𝑎𝑥 0

を用いて

𝐴𝒃 =

0 −𝑎𝑧 𝑎𝑦
𝑎𝑧 0 −𝑎𝑥
−𝑎𝑦 𝑎𝑥 0

𝑏𝑥
𝑏𝑦
𝑏𝑧

=

𝑎𝑦𝑏𝑧 − 𝑎𝑧𝑏𝑦
𝑎𝑧𝑏𝑥 − 𝑎𝑥𝑏𝑧
𝑎𝑥𝑏𝑦 − 𝑎𝑦𝑏𝑥

= 𝒂 × 𝒃

と表すことができる。

反対称行列（3行3列）と外積
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3行3列の反対称行列 𝐴 =

0 −𝑎𝑧 𝑎𝑦
𝑎𝑧 0 −𝑎𝑥
−𝑎𝑦 𝑎𝑥 0

 は、次のように

変形できる。

𝐴 = 𝑎𝑥

0 0 0
0 0 −1
0 1 0

+ 𝑎𝑦

0 0 1
0 0 0
−1 0 0

+ 𝑎𝑧

0 −1 0
1 0 0
0 0 0

= 𝑎𝑥𝐽𝑥 + 𝑎𝑦𝐽𝑦 + 𝑎𝑧𝐽𝑧

ここで、

𝐽𝑥 =
0 0 0
0 0 −1
0 1 0

, 𝐽𝑦 =
0 0 1
0 0 0
−1 0 0

, 𝐽𝑧 =
0 −1 0
1 0 0
0 0 0

反対称行列（3行3列）の分解
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𝐽𝑥 =
0 0 0
0 0 −1
0 1 0

は、𝑦軸を 𝑧軸に重ねる 𝑥軸まわりの 90°回転と 𝑦𝑧平面への射影を表す。

𝐽𝑦 =
0 0 1
0 0 0
−1 0 0

は、𝑧軸を 𝑥軸に重ねる 𝑦軸まわりの 90°回転と 𝑧𝑥平面への射影を表す。

𝐽𝑧 =
0 −1 0
1 0 0
0 0 0

は、𝑥軸を 𝑦軸に重ねる 𝑧軸まわりの 90°回転と 𝑥𝑦平面への射影を表す。

反対称行列（3行3列）の生成子



10Kagoshima University wata104@eee

3行3列の反対称行列の生成子 𝐽𝑥, 𝐽𝑦, 𝐽𝑧の積を計算すると

𝐽𝑥𝐽𝑦 =
0 0 0
0 0 −1
0 1 0

0 0 1
0 0 0
−1 0 0

=
0 0 0
1 0 0
0 0 0

𝐽𝑦𝐽𝑧 =
0 0 1
0 0 0
−1 0 0

0 −1 0
1 0 0
0 0 0

=
0 0 0
0 0 0
0 1 0

𝐽𝑧𝐽𝑥 =
0 −1 0
1 0 0
0 0 0

0 0 0
0 0 −1
0 1 0

=
0 0 1
0 0 0
0 0 0

生成子の積
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𝐽𝑦𝐽𝑥 =
0 0 1
0 0 0
−1 0 0

0 0 0
0 0 −1
0 1 0

=
0 1 0
0 0 0
0 0 0

𝐽𝑧𝐽𝑦 =
0 −1 0
1 0 0
0 0 0

0 0 1
0 0 0
−1 0 0

=
0 0 0
0 0 1
0 0 0

𝐽𝑥𝐽𝑧 =
0 0 0
0 0 −1
0 1 0

0 −1 0
1 0 0
0 0 0

=
0 0 0
0 0 0
1 0 0

となる。

生成子の積
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したがって、𝐽𝑥, 𝐽𝑦, 𝐽𝑧は可換ではなく、次の交換関係が成り立つ。

𝐽𝑥𝐽𝑦 − 𝐽𝑦𝐽𝑥 =
0 0 0
1 0 0
0 0 0

−
0 1 0
0 0 0
0 0 0

=
0 −1 0
1 0 0
0 0 0

= 𝐽𝑧

𝐽𝑦𝐽𝑧 − 𝐽𝑧𝐽𝑦 =
0 0 0
0 0 0
0 1 0

−
0 0 0
0 0 1
0 0 0

=
0 0 0
0 0 −1
0 1 0

= 𝐽𝑥

𝐽𝑧𝐽𝑥 − 𝐽𝑥𝐽𝑧 =
0 0 1
0 0 0
0 0 0

−
0 0 0
0 0 0
1 0 0

=
0 0 1
0 0 0
−1 0 0

= 𝐽𝑦

生成子の交換関係
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3次元空間内の原点のまわりの任意の回転は、𝑥軸、𝑦軸、𝑧軸の
まわりの回転

𝑅𝑥(𝛼) =
1 0 0
0 cos 𝛼 − sin 𝛼
0 sin 𝛼 cos 𝛼

𝑅𝑦(𝛽) =
cos 𝛽 0 sin 𝛽
0 1 0

−sin𝛽 0 cos 𝛽

𝑅𝑧(𝛾) =
cos 𝛾 − sin 𝛾 0
sin 𝛾 cos 𝛾 0
0 0 1

の積で表すことができる。

付録：3次元空間内の回転
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𝑅𝑥(𝛼), 𝑅𝑦(𝛽), 𝑅𝑧(𝛾)は、微小回転の場合には

𝑅𝑥(𝛼) ≅
1 0 0
0 1 −𝛼
0 𝛼 1

=
1 0 0
0 1 0
0 0 1

+
0 0 0
0 0 −𝛼
0 𝛼 0

= 𝐸 + 𝛼𝐽𝑥

𝑅𝑦(𝛽) ≅
1 0 𝛽
0 1 0
−𝛽 0 1

=
1 0 0
0 1 0
0 0 1

+
0 0 𝛽
0 0 0
−𝛽 0 0

= 𝐸 + 𝛽𝐽𝑦

𝑅𝑧(𝛾) ≅
1 −𝛾 0
𝛾 1 0
0 0 1

=
1 0 0
0 1 0
0 0 1

+
0 −𝛾 0
𝛾 0 0
0 0 0

= 𝐸 + 𝛾𝐽𝑧

となる。

付録：3次元空間内の微小回転
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微小回転の場合、

𝑅 = 𝑅𝑥(𝛼)𝑅𝑦(𝛽)𝑅𝑦(𝛾) ≅ 𝐸 + 𝛼𝐽𝑥 𝐸 + 𝛽𝐽𝑦 𝐸 + 𝛾𝐽𝑧

≅ 𝐸 + 𝛼𝐽𝑥 + 𝛽𝐽𝑦 + 𝛾𝐽𝑧

より

∆𝑅 = 𝑅 − 𝐸 = 𝛼𝐽𝑥 + 𝛽𝐽𝑦 + 𝛾𝐽𝑧 =

0 −𝛾 𝛽
𝛾 0 −𝛼
−𝛽 𝛼 0

となる。すなわち、3次元空間内の原点のまわりの微小回転による変化
は、3行3列の反対称行列で表される。

付録：3次元空間内の微小回転
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