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楕円は、2つの焦点からの距離の和が一定の点が描く曲線である。その方程式は
楕円の焦点を原点とする直交座標系では、

𝑥 െ 𝑥
ଶ

𝑎ଶ 
𝑦ଶ

𝑏ଶ ൌ 1

と表される。ここで、𝑎 は長半径、𝑏 は短半径、𝑥 は中心と焦点との距離である。

また、楕円の焦点を原点とする極座標系では、

𝑟 ൌ
𝑙

1  𝜖 cos 𝜃
と表される。ここで、𝑙 は半通径、𝜖 は離心率である。

本稿では、楕円の長半径 𝑎、短半径 𝑏、半通径 𝑙 が、近点距離 𝑟ଵ と遠点距離 𝑟ଶ の
（各種の）平均値になっていることを示す。

楕円
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B
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𝑟
𝜃

極座標系での方程式

𝑟 ൌ
𝑙

1  𝜖 cos 𝜃

直交座標系での方程式
𝑥 െ 𝑥

ଶ

𝑎ଶ 
𝑦ଶ

𝑏ଶ ൌ 1
L

L′

𝑥

𝑦

O F

長半径 OA ൌ OA′ ൌ 𝑎
短半径 OB ൌ OB′ ൌ 𝑏
中心と焦点の距離

OF ൌ OF′ ൌ 𝑥

近点距離 FA ൌ F′A′ ൌ 𝑟ଵ

遠点距離 FA′ ൌ F′A ൌ 𝑟ଶ

P

半通径 FL ൌ FL′ ൌ 𝑙

離心率 𝜖 ൌ
𝑎ଶ െ 𝑏ଶ

𝑎ଶ

楕円の方程式

F′
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楕円の長半径

楕円上の点 A（近点）において、2つの焦点 F, F′ からの距離の和は

FA  F′A ൌ FA  FA′ ൌ OA  OA′ ൌ AA′
であるから

𝑟ଵ  𝑟ଶ ൌ 2𝑎
となる。これは、点 A′（遠点）において、2つの焦点からの距離の和を考えても同じで
ある。

したがって、

𝑎 ൌ
𝑟ଵ  𝑟ଶ

2
であり、長半径 𝑎 は近点距離 𝑟ଵ と遠点距離 𝑟ଶ の算術平均（相加平均）である。
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楕円の短半径

楕円上の点 B において、2つの焦点 F, F′ からの距離の和は

FB  FᇱB ൌ 2 FB ൌ 2 OF ଶ  OB ଶ ൌ 2 OA െ FA ଶ  OB ଶ

であり、これが 2𝑎 に等しいことから

2 𝑎 െ 𝑟ଵ
ଶ  𝑏ଶ ൌ 2𝑎

となる。したがって、

𝑎 െ 𝑟ଵ
ଶ  𝑏ଶ ൌ 𝑎

𝑎 െ 𝑟ଵ
ଶ  𝑏ଶ ൌ 𝑎ଶ

𝑏ଶ ൌ 𝑎ଶ െ 𝑎 െ 𝑟ଵ
ଶ ൌ 2𝑎𝑟ଵ െ 𝑟ଵ

ଶ ൌ 𝑟ଵ 2𝑎 െ 𝑟ଵ ൌ 𝑟ଵ𝑟ଶ

∴ 𝑏 ൌ 𝑟ଵ𝑟ଶ

であり、短半径 𝑏 は近点距離 𝑟ଵ と遠点距離 𝑟ଶ の幾何平均（相乗平均）である。
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楕円の半通径

楕円上の点 L において、2つの焦点 F, F′ からの距離の和は

FL  FᇱL ൌ FL  FL ଶ  FF′ ଶ ൌ FL  FL ଶ  FA′ െ F′A′ ଶ

であり、これが 2𝑎 に等しいことから

𝑙  𝑙ଶ  𝑟ଶ െ 𝑟ଵ
ଶ ൌ 2𝑎 ൌ 𝑟ଵ  𝑟ଶ

となる。したがって、

𝑙ଶ  𝑟ଶ െ 𝑟ଵ
ଶ ൌ 𝑟ଵ  𝑟ଶ െ 𝑙

𝑙ଶ  𝑟ଶ െ 𝑟ଵ
ଶ ൌ 𝑟ଵ  𝑟ଶ െ 𝑙 ଶ ൌ 𝑟ଵ  𝑟ଶ

ଶ െ 2 𝑟ଵ  𝑟ଶ 𝑙  𝑙ଶ

∴ 𝑙 ൌ
𝑟ଶ  𝑟ଵ

ଶ െ 𝑟ଶ െ 𝑟ଵ
ଶ

2 𝑟ଵ  𝑟ଶ
ൌ

2𝑟ଵ𝑟ଶ
𝑟ଵ  𝑟ଶ

∴
1
𝑙 ൌ

1
2

1
𝑟ଵ


1
𝑟ଶ

であり、半通径 𝑙 は近点距離 𝑟ଵ と遠点距離 𝑟ଶ の調和平均である。
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楕円の長半径・短半径・半通径

楕円の近点距離 FA ൌ 𝑟ଵ と遠点距離 FA′ ൌ 𝑟ଶ について、
長半径 OA ൌ 𝑎 は算術平均（相加平均）

𝑎 ൌ
𝑟ଵ  𝑟ଶ

2
短半径 OB ൌ 𝑏 は幾何平均（相乗平均）

𝑏 ൌ 𝑟ଵ𝑟ଶ

半通径 FL ൌ 𝑙 は調和平均

1
𝑙 ൌ

1
2

1
𝑟ଵ


1
𝑟ଶ

である。これらの値の間には

𝑏ଶ

𝑎 ൌ
2𝑟ଵ𝑟ଶ

𝑟ଵ  𝑟ଶ
ൌ 𝑙 ∴ 𝑙 ൌ

𝑏ଶ

𝑎
が成り立つ。大小関係は 𝑎  𝑏  𝑙 であり、等号は 𝑟ଵ ൌ 𝑟ଶ 、すなわち円の場合である。

A′ A

B

B′

L

L′

O FF′
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楕円の離心率

楕円の離心率 𝜖 を、近点距離 𝑟ଵ と遠点距離 𝑟ଶ を用いて表すと

𝜖 ൌ
𝑎ଶ െ 𝑏ଶ

𝑎ଶ ൌ
𝑟ଵ  𝑟ଶ

2
ଶ

െ 𝑟ଵ𝑟ଶ
ଶ

𝑟ଵ  𝑟ଶ
2

ଶ ൌ
𝑟ଶ  𝑟ଵ

ଶ െ 4𝑟ଵ𝑟ଶ
𝑟ଶ  𝑟ଵ

ଶ ൌ
𝑟ଶ െ 𝑟ଵ

ଶ

𝑟ଶ  𝑟ଵ
ଶ

ൌ
𝑟ଶ െ 𝑟ଵ
𝑟ଶ  𝑟ଵ

となる。したがって、離心率 𝜖 は近点距離 𝑟ଵ と遠点距離 𝑟ଶ の和と差の比である。
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算術平均・幾何平均・調和平均

一般に、2つの数値 𝑥ଵ, 𝑥ଶ の算術平均（相加平均）

𝐴 ൌ
𝑥ଵ  𝑥ଶ

2
に対して、幾何平均（相乗平均） 𝐺 は

𝐺 ൌ 𝑥ଵ𝑥ଶ ∴ log 𝐺 ൌ
1
2 log 𝑥ଵ  log 𝑥ଶ

であるから、対数の平均である。

また、調和平均 𝐻 は

1
𝐻 ൌ

1
2

1
𝑥ଵ


1
𝑥ଶ

であるから、逆数の平均である。
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乗平均

一般に、2つの数値 𝑥ଵ, 𝑥ଶ の 𝑚 乗平均を

𝑥
 ൌ

𝑥ଵ
  𝑥ଶ



2 ∴ 𝑥 ൌ
𝑥ଵ

  𝑥ଶ


2


と定義すると、算術平均 𝐴 は 𝑚 ൌ 1、調和平均 𝐻 は 𝑚 ൌ െ1 の場合に相当する。

また、𝑚 → 0 のとき

𝑥 ൌ 𝑒 ୪୭ ௫ ൌ 1  𝑚 log 𝑥 
1
2! 𝑚 log 𝑥 ଶ  ⋯

より

1  𝑚 log 𝑥  ⋯ ൌ
1  𝑚 log 𝑥ଵ  ⋯  1  𝑚 log 𝑥ଶ  ⋯

2

∴ log 𝑥 ൌ
log 𝑥ଵ  log 𝑥ଶ

2 ൌ log 𝐺

であるから、幾何平均 𝐺 は 𝑚 ൌ 0 の場合に相当する。


