
渡邉 俊夫

部分分数分解
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次の式を部分分数分解しなさい。

(1)
1

𝑧 − 𝛼 𝑧 − 𝛽

(2)
𝑧

𝑧 − 𝛼 𝑧 − 𝛽

(3)
𝑧2

𝑧 − 𝛼 𝑧 − 𝛽

問題
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(4)
1

𝑧 − 𝛼 2 𝑧 − 𝛽

(5)
𝑧

𝑧 − 𝛼 2 𝑧 − 𝛽

(6)
𝑧2

𝑧 − 𝛼 2 𝑧 − 𝛽

問題（つづき）
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(7)
1

𝑧 − 𝛼 2 𝑧 − 𝛽 2

(8)
𝑧

𝑧 − 𝛼 2 𝑧 − 𝛽 2

(9)
𝑧2

𝑧 − 𝛼 2 𝑧 − 𝛽 2

(10)
𝑧3

𝑧 − 𝛼 2 𝑧 − 𝛽 2

問題（つづき）
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(1)
1

𝑧 − 𝛼 𝑧 − 𝛽
=

𝐴

𝑧 − 𝛼
+

𝐵

𝑧 − 𝛽

両辺に 𝑧 − 𝛼 を掛けて 𝑧に 𝛼 を代入すると
1

𝑧 − 𝛽
= 𝐴 + 𝐵

𝑧 − 𝛼

𝑧 − 𝛽
∴

1

𝛼 − 𝛽
= 𝐴

両辺に 𝑧 − 𝛽 を掛けて 𝑧に 𝛽 を代入すると
1

𝑧 − 𝛼
= 𝐴

𝑧 − 𝛽

𝑧 − 𝛼
+ 𝐵 ∴

1

𝛽 − 𝛼
= 𝐵

したがって
1

𝑧 − 𝛼 𝑧 − 𝛽
=

1

𝛼 − 𝛽

1

𝑧 − 𝛼
−

1

𝑧 − 𝛽

解
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(1) 𝑓 𝑧 =
1

𝑧 − 𝛼 𝑧 − 𝛽
=

𝐴

𝑧 − 𝛼
+

𝐵

𝑧 − 𝛽

𝑧 = 𝛼における留数は

𝐴 = Res 𝑓 𝑧 , 𝛼 = lim
𝑧→𝛼

𝑧 − 𝛼 𝑓 𝑧 = lim
𝑧→𝛼

1

𝑧 − 𝛽
=

1

𝛼 − 𝛽

𝑧 = 𝛽 における留数は

𝐵 = Res 𝑓 𝑧 , 𝛽 = lim
𝑧→𝛽

𝑧 − 𝛽 𝑓 𝑧 = lim
𝑧→𝛽

1

𝑧 − 𝛼
=

1

𝛽 − 𝛼

したがって

𝑓 𝑧 =
1

𝑧 − 𝛼 𝑧 − 𝛽
=

1

𝛼 − 𝛽

1

𝑧 − 𝛼
−

1

𝑧 − 𝛽

別解 計算していることは実質、本解と同じ
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(1)
1

𝑧 − 𝛼 𝑧 − 𝛽
=

1

𝛼 − 𝛽

𝑧 − 𝛽 − 𝑧 − 𝛼

𝑧 − 𝛼 𝑧 − 𝛽

=
1

𝛼 − 𝛽

1

𝑧 − 𝛼
−

1

𝑧 − 𝛽

別解２ 通分したときの係数を合わせればよい
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(1)
1

𝛼 − 𝛽

1

𝑧 − 𝛼
−

1

𝑧 − 𝛽
=

1

𝛼 − 𝛽

𝑧 − 𝛽 − 𝑧 − 𝛼

𝑧 − 𝛼 𝑧 − 𝛽

=
1

𝛼 − 𝛽

𝛼 − 𝛽

𝑧 − 𝛼 𝑧 − 𝛽

=
1

𝑧 − 𝛼 𝑧 − 𝛽

検算
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(2)
𝑧

𝑧 − 𝛼 𝑧 − 𝛽
=

𝐴

𝑧 − 𝛼
+

𝐵

𝑧 − 𝛽

両辺に 𝑧 − 𝛼 を掛けて 𝑧に 𝛼 を代入すると
𝑧

𝑧 − 𝛽
= 𝐴 + 𝐵

𝑧 − 𝛼

𝑧 − 𝛽
∴

𝛼

𝛼 − 𝛽
= 𝐴

両辺に 𝑧 − 𝛽 を掛けて 𝑧 に 𝛽 を代入すると
𝑧

𝑧 − 𝛼
= 𝐴

𝑧 − 𝛽

𝑧 − 𝛼
+ 𝐵 ∴

𝛽

𝛽 − 𝛼
= 𝐵

したがって
𝑧

𝑧 − 𝛼 𝑧 − 𝛽
=

1

𝛼 − 𝛽

𝛼

𝑧 − 𝛼
−

𝛽

𝑧 − 𝛽

解
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(2) 𝑓 𝑧 =
𝑧

𝑧 − 𝛼 𝑧 − 𝛽
=

𝐴

𝑧 − 𝛼
+

𝐵

𝑧 − 𝛽

𝑧 = 𝛼における留数は

𝐴 = Res 𝑓 𝑧 , 𝛼 = lim
𝑧→𝛼

𝑧 − 𝛼 𝑓 𝑧 = lim
𝑧→𝛼

𝑧

𝑧 − 𝛽
=

𝛼

𝛼 − 𝛽

𝑧 = 𝛽 における留数は

𝐵 = Res 𝑓 𝑧 , 𝛽 = lim
𝑧→𝛽

𝑧 − 𝛽 𝑓 𝑧 = lim
𝑧→𝛽

𝑧

𝑧 − 𝛼
=

𝛽

𝛽 − 𝛼

したがって

𝑓 𝑧 =
𝑧

𝑧 − 𝛼 𝑧 − 𝛽
=

1

𝛼 − 𝛽

𝛼

𝑧 − 𝛼
−

𝛽

𝑧 − 𝛽

別解 計算していることは実質、本解と同じ
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(2)
𝑧

𝑧 − 𝛼 𝑧 − 𝛽
=

1

𝛼 − 𝛽

𝛼 𝑧 − 𝛽 − 𝛽 𝑧 − 𝛼

𝑧 − 𝛼 𝑧 − 𝛽

=
1

𝛼 − 𝛽

𝛼

𝑧 − 𝛼
−

𝛽

𝑧 − 𝛽

別解２ 通分したときの係数を合わせればよい
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(2)
1

𝛼 − 𝛽

𝛼

𝑧 − 𝛼
−

𝛽

𝑧 − 𝛽
=

1

𝛼 − 𝛽

𝛼 𝑧 − 𝛽 − 𝛽 𝑧 − 𝛼

𝑧 − 𝛼 𝑧 − 𝛽

=
1

𝛼 − 𝛽

𝛼 − 𝛽 𝑧

𝑧 − 𝛼 𝑧 − 𝛽

=
𝑧

𝑧 − 𝛼 𝑧 − 𝛽

検算
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(3)
𝑧2

𝑧 − 𝛼 𝑧 − 𝛽
=

𝐴

𝑧 − 𝛼
+

𝐵

𝑧 − 𝛽
+ 𝐶

両辺に 𝑧 − 𝛼 を掛けて 𝑧に 𝛼 を代入すると
𝑧2

𝑧 − 𝛽
= 𝐴 + 𝐵

𝑧 − 𝛼

𝑧 − 𝛽
+ 𝐶 𝑧 − 𝛼 ∴

𝛼2

𝛼 − 𝛽
= 𝐴

両辺に 𝑧 − 𝛽 を掛けて 𝑧に 𝛽 を代入すると
𝑧2

𝑧 − 𝛼
= 𝐴

𝑧 − 𝛽

𝑧 − 𝛼
+ 𝐵 + 𝐶 𝑧 − 𝛽 ∴

𝛽2

𝛽 − 𝛼
= 𝐵

したがって
𝑧2

𝑧 − 𝛼 𝑧 − 𝛽
=

1

𝛼 − 𝛽

𝛼2

𝑧 − 𝛼
−

𝛽2

𝑧 − 𝛽
+ 𝐶

解
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𝑧2

𝑧 − 𝛼 𝑧 − 𝛽
=

1

𝛼 − 𝛽

𝛼2

𝑧 − 𝛼
−

𝛽2

𝑧 − 𝛽
+ 𝐶

=
1

𝛼 − 𝛽

𝛼2 𝑧 − 𝛽 − 𝛽2 𝑧 − 𝛼

𝑧 − 𝛼 𝑧 − 𝛽
+ 𝐶

=
1

𝛼 − 𝛽

𝛼2 − 𝛽2 𝑧 − 𝛼 − 𝛽 𝛼𝛽

𝑧 − 𝛼 𝑧 − 𝛽
+ 𝐶

=
𝛼 + 𝛽 𝑧 − 𝛼𝛽

𝑧 − 𝛼 𝑧 − 𝛽
+ 𝐶

=
𝛼 + 𝛽 𝑧 − 𝛼𝛽 + 𝐶 𝑧 − 𝛼 𝑧 − 𝛽

𝑧 − 𝛼 𝑧 − 𝛽
∴ 𝐶 = 1

解（つづき）



14Kagoshima University wata104@eee

以上より

𝑧2

𝑧 − 𝛼 𝑧 − 𝛽
=

1

𝛼 − 𝛽

𝛼2

𝑧 − 𝛼
−

𝛽2

𝑧 − 𝛽
+ 1

= 1 +
1

𝛼 − 𝛽

𝛼2

𝑧 − 𝛼
−

𝛽2

𝑧 − 𝛽

解（つづき）
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(3) 𝑓 𝑧 =
𝑧2

𝑧 − 𝛼 𝑧 − 𝛽
=

𝐴

𝑧 − 𝛼
+

𝐵

𝑧 − 𝛽
+ 𝐶

𝑧 = 𝛼における留数は

𝐴 = Res 𝑓 𝑧 , 𝛼 = lim
𝑧→𝛼

𝑧 − 𝛼 𝑓 𝑧 = lim
𝑧→𝛼

𝑧2

𝑧 − 𝛽
=

𝛼2

𝛼 − 𝛽

𝑧 = 𝛽 における留数は

𝐵 = Res 𝑓 𝑧 , 𝛽 = lim
𝑧→𝛽

𝑧 − 𝛽 𝑓 𝑧 = lim
𝑧→𝛽

𝑧2

𝑧 − 𝛼
=

𝛽2

𝛽 − 𝛼

したがって

𝑓 𝑧 =
𝑧2

𝑧 − 𝛼 𝑧 − 𝛽
=

1

𝛼 − 𝛽

𝛼2

𝑧 − 𝛼
−

𝛽2

𝑧 − 𝛽
+ 𝐶, 以下同様

別解 計算していることは実質、本解と同じ
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(3)
𝑧2

𝑧 − 𝛼 𝑧 − 𝛽
=

𝑧 − 𝛼 𝑧 − 𝛽 + 𝛼 + 𝛽 𝑧 − 𝛼𝛽

𝑧 − 𝛼 𝑧 − 𝛽

= 1 +
𝛼 + 𝛽 𝑧 − 𝛼𝛽

𝑧 − 𝛼 𝑧 − 𝛽
= 1 +

𝐴

𝑧 − 𝛼
+

𝐵

𝑧 − 𝛽

∴
𝛼 + 𝛽 𝑧 − 𝛼𝛽

𝑧 − 𝛼 𝑧 − 𝛽
=

𝐴

𝑧 − 𝛼
+

𝐵

𝑧 − 𝛽

両辺に 𝑧 − 𝛼 を掛けて 𝑧に 𝛼 を代入すると
𝛼 + 𝛽 𝑧 − 𝛼𝛽

𝑧 − 𝛽
= 𝐴 + 𝐵

𝑧 − 𝛼

𝑧 − 𝛽
∴

𝛼2

𝛼 − 𝛽
= 𝐴

別解２ 分母と分子の次数が同じなので、まず定数項を求める
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両辺に 𝑧 − 𝛽 を掛けて 𝑧に 𝛽 を代入すると
𝛼 + 𝛽 𝑧 − 𝛼𝛽

𝑧 − 𝛼
= 𝐴

𝑧 − 𝛽

𝑧 − 𝛼
+ 𝐵 ∴

𝛽2

𝛽 − 𝛼
= 𝐵

したがって
𝑧2

𝑧 − 𝛼 𝑧 − 𝛽
= 1 +

1

𝛼 − 𝛽

𝛼2

𝑧 − 𝛼
−

𝛽2

𝑧 − 𝛽

別解２（つづき）
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(3)
𝑧2

𝑧 − 𝛼 𝑧 − 𝛽
=

𝑧 − 𝛼 𝑧 − 𝛽 + 𝛼 + 𝛽 𝑧 − 𝛼𝛽

𝑧 − 𝛼 𝑧 − 𝛽

= 1 +
𝛼 + 𝛽 𝑧

𝑧 − 𝛼 𝑧 − 𝛽
−

𝛼𝛽

𝑧 − 𝛼 𝑧 − 𝛽

= 1 +
𝛼 + 𝛽

𝛼 − 𝛽

𝛼

𝑧 − 𝛼
−

𝛽

𝑧 − 𝛽

−
𝛼𝛽

𝛼 − 𝛽

1

𝑧 − 𝛼
−

1

𝑧 − 𝛽

= 1 +
1

𝛼 − 𝛽

𝛼2

𝑧 − 𝛼
−

𝛽2

𝑧 − 𝛽

別解３ （1）（2）の結果を利用する
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(3)
𝑧2

𝑧 − 𝛼 𝑧 − 𝛽
=

1

𝛼 − 𝛽

𝛼𝑧

𝑧 − 𝛼
−

𝛽𝑧

𝑧 − 𝛽

=
1

𝛼 − 𝛽

𝛼 𝑧 − 𝛼 + 𝛼2

𝑧 − 𝛼
−
𝛽 𝑧 − 𝛽 + 𝛽2

𝑧 − 𝛽

=
1

𝛼 − 𝛽
𝛼 +

𝛼2

𝑧 − 𝛼
− 𝛽 −

𝛽2

𝑧 − 𝛽

= 1 +
1

𝛼 − 𝛽

𝛼2

𝑧 − 𝛼
−

𝛽2

𝑧 − 𝛽

別解４ 通分したときの係数を合わせる
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(3) 1 +
1

𝛼 − 𝛽

𝛼2

𝑧 − 𝛼
−

𝛽2

𝑧 − 𝛽
= 1 +

1

𝛼 − 𝛽

𝛼2 𝑧 − 𝛽 − 𝛽2 𝑧 − 𝛼

𝑧 − 𝛼 𝑧 − 𝛽

= 1 +
1

𝛼 − 𝛽

𝛼2 − 𝛽2 𝑧 − 𝛼 − 𝛽 𝛼𝛽

𝑧 − 𝛼 𝑧 − 𝛽

= 1 +
𝛼 + 𝛽 𝑧 − 𝛼𝛽

𝑧 − 𝛼 𝑧 − 𝛽

=
𝑧 − 𝛼 𝑧 − 𝛽 + 𝛼 + 𝛽 𝑧 − 𝛼𝛽

𝑧 − 𝛼 𝑧 − 𝛽

=
𝑧2

𝑧 − 𝛼 𝑧 − 𝛽

検算
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(4)
1

𝑧 − 𝛼 2 𝑧 − 𝛽
=

𝐴

𝑧 − 𝛼 2
+

𝐵

𝑧 − 𝛼
+

𝐶

𝑧 − 𝛽

両辺に 𝑧 − 𝛼 2 を掛けて 𝑧に 𝛼 を代入すると

1

𝑧 − 𝛽
= 𝐴 + 𝐵 𝑧 − 𝛼 + 𝐶

𝑧 − 𝛼 2

𝑧 − 𝛽
∴

1

𝛼 − 𝛽
= 𝐴

両辺に 𝑧 − 𝛼 2 を掛けてから微分し、𝑧に 𝛼 を代入すると

−
1

𝑧 − 𝛽 2
= 𝐵 + 𝐶

2 𝑧 − 𝛼 𝑧 − 𝛽 − 𝑧 − 𝛼 2

𝑧 − 𝛽 2

∴ −
1

𝛼 − 𝛽 2
= 𝐵

解
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両辺に 𝑧 − 𝛽 を掛けて 𝑧に 𝛽 を代入すると

1

𝑧 − 𝛼 2
= 𝐴

𝑧 − 𝛽

𝑧 − 𝛼 2
+ 𝐵

𝑧 − 𝛽

𝑧 − 𝛼
+ 𝐶 ∴

1

𝛽 − 𝛼 2
= 𝐶

以上より
1

𝑧 − 𝛼 2 𝑧 − 𝛽
=

1

𝛼 − 𝛽

1

𝑧 − 𝛼 2
+

1

𝛼 − 𝛽 2
−

1

𝑧 − 𝛼
+

1

𝑧 − 𝛽

=
1

𝛼 − 𝛽

1

𝑧 − 𝛼 2
−

1

𝛼 − 𝛽 2

1

𝑧 − 𝛼
−

1

𝑧 − 𝛽

=
1

𝛼 − 𝛽 2

𝛼 − 𝛽

𝑧 − 𝛼 2
−

1

𝑧 − 𝛼
+

1

𝑧 − 𝛽

解（つづき）



23Kagoshima University wata104@eee

(4)
1

𝑧 − 𝛼 2 𝑧 − 𝛽
=

𝐴

𝑧 − 𝛼 2
+

𝐵

𝑧 − 𝛼
+

𝐶

𝑧 − 𝛽

両辺に 𝑧 − 𝛼 2 を掛けて 𝑧に 𝛼 を代入すると

1

𝑧 − 𝛽
= 𝐴 + 𝐵 𝑧 − 𝛼 + 𝐶

𝑧 − 𝛼 2

𝑧 − 𝛽
∴

1

𝛼 − 𝛽
= 𝐴

𝑧 = 𝛼における留数は

𝐵 = Res 𝑓 𝑧 , 𝛼 = lim
𝑧→𝛼

𝑧 − 𝛼 2𝑓 𝑧 = lim
𝑧→𝛼

𝑑

𝑑𝑧

1

𝑧 − 𝛽

= lim
𝑧→𝛼

−1

𝑧 − 𝛽 2
=

−1

𝛼 − 𝛽 2
, 以下同様

別解 計算していることは実質、本解と同じ
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(4)
1

𝛼 − 𝛽

1

𝑧 − 𝛼 2
−

1

𝛼 − 𝛽 2

1

𝑧 − 𝛼
−

1

𝑧 − 𝛽

=
1

𝛼 − 𝛽

1

𝑧 − 𝛼 2
−

1

𝛼 − 𝛽 2

𝑧 − 𝛽 − 𝑧 − 𝛼

𝑧 − 𝛼 𝑧 − 𝛽

=
1

𝛼 − 𝛽

1

𝑧 − 𝛼 2
−

1

𝛼 − 𝛽

1

𝑧 − 𝛼 𝑧 − 𝛽

=
1

𝛼 − 𝛽

𝑧 − 𝛽 − 𝑧 − 𝛼

𝑧 − 𝛼 2 𝑧 − 𝛽
=

1

𝑧 − 𝛼 2 𝑧 − 𝛽

検算
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(5)
𝑧

𝑧 − 𝛼 2 𝑧 − 𝛽
=

𝐴

𝑧 − 𝛼 2
+

𝐵

𝑧 − 𝛼
+

𝐶

𝑧 − 𝛽

両辺に 𝑧 − 𝛼 2 を掛けて 𝑧に 𝛼 を代入すると

𝑧

𝑧 − 𝛽
= 𝐴 + 𝐵 𝑧 − 𝛼 + 𝐶

𝑧 − 𝛼 2

𝑧 − 𝛽
∴

𝛼

𝛼 − 𝛽
= 𝐴

両辺に 𝑧 − 𝛼 2 を掛けてから微分し、𝑧に 𝛼 を代入すると

𝑧 − 𝛽 − 𝑧

𝑧 − 𝛽 2
= 𝐵 + 𝐶

2 𝑧 − 𝛼 𝑧 − 𝛽 − 𝑧 − 𝛼 2

𝑧 − 𝛽 2

∴
𝛼 − 𝛽 − 𝛼

𝛼 − 𝛽 2
=

−𝛽

𝛼 − 𝛽 2
= 𝐵

解
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両辺に 𝑧 − 𝛽 を掛けて 𝑧に 𝛽 を代入すると

𝑧

𝑧 − 𝛼 2
= 𝐴

𝑧 − 𝛽

𝑧 − 𝛼 2
+ 𝐵

𝑧 − 𝛽

𝑧 − 𝛼
+ 𝐶,

𝛽

𝛽 − 𝛼 2
= 𝐶

以上より
𝑧

𝑧 − 𝛼 2 𝑧 − 𝛽
=

𝛼

𝛼 − 𝛽

1

𝑧 − 𝛼 2
+

𝛽

𝛼 − 𝛽 2
−

1

𝑧 − 𝛼
+

1

𝑧 − 𝛽

=
𝛼

𝛼 − 𝛽

1

𝑧 − 𝛼 2
−

𝛽

𝛼 − 𝛽 2

1

𝑧 − 𝛼
−

1

𝑧 − 𝛽

=
1

𝛼 − 𝛽 2

𝛼 − 𝛽 𝛼

𝑧 − 𝛼 2
−

𝛽

𝑧 − 𝛼
+

𝛽

𝑧 − 𝛽

解（つづき）
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(5)
𝑧

𝑧 − 𝛼 2 𝑧 − 𝛽
=

𝐴

𝑧 − 𝛼 2
+

𝐵

𝑧 − 𝛼
+

𝐶

𝑧 − 𝛽

両辺に 𝑧 − 𝛼 2 を掛けて 𝑧に 𝛼 を代入すると

𝑧

𝑧 − 𝛽
= 𝐴 + 𝐵 𝑧 − 𝛼 + 𝐶

𝑧 − 𝛼 2

𝑧 − 𝛽
∴

𝛼

𝛼 − 𝛽
= 𝐴

𝑧 = 𝛼における留数は

𝐵 = Res 𝑓 𝑧 , 𝛼 = lim
𝑧→𝛼

𝑧 − 𝛼 2𝑓 𝑧 = lim
𝑧→𝛼

𝑑

𝑑𝑧

𝑧

𝑧 − 𝛽

= lim
𝑧→𝛼

𝑧 − 𝛽 − 𝑧

𝑧 − 𝛽 2
= lim

𝑧→𝛼

−𝛽

𝑧 − 𝛽 2
=

−𝛽

𝛼 − 𝛽 2
, 以下同様

別解 計算していることは実質、本解と同じ



28Kagoshima University wata104@eee

(5)
𝛼

𝛼 − 𝛽

1

𝑧 − 𝛼 2
−

𝛽

𝛼 − 𝛽 2

1

𝑧 − 𝛼
−

1

𝑧 − 𝛽

=
𝛼

𝛼 − 𝛽

1

𝑧 − 𝛼 2
−

𝛽

𝛼 − 𝛽 2

𝑧 − 𝛽 − 𝑧 − 𝛼

𝑧 − 𝛼 𝑧 − 𝛽

=
𝛼

𝛼 − 𝛽

1

𝑧 − 𝛼 2
−

𝛽

𝛼 − 𝛽

1

𝑧 − 𝛼 𝑧 − 𝛽

=
1

𝛼 − 𝛽

𝛼 𝑧 − 𝛽 − 𝛽 𝑧 − 𝛼

𝑧 − 𝛼 2 𝑧 − 𝛽
=

𝑧

𝑧 − 𝛼 2 𝑧 − 𝛽

検算
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(6)
𝑧2

𝑧 − 𝛼 2 𝑧 − 𝛽
=

𝐴

𝑧 − 𝛼 2
+

𝐵

𝑧 − 𝛼
+

𝐶

𝑧 − 𝛽

両辺に 𝑧 − 𝛼 2 を掛けて 𝑧に 𝛼 を代入すると

𝑧2

𝑧 − 𝛽
= 𝐴 + 𝐵 𝑧 − 𝛼 + 𝐶

𝑧 − 𝛼 2

𝑧 − 𝛽
∴

𝛼2

𝛼 − 𝛽
= 𝐴

両辺に 𝑧 − 𝛼 2 を掛けてから微分し、𝑧に 𝛼 を代入すると

2𝑧 𝑧 − 𝛽 − 𝑧2

𝑧 − 𝛽 2
= 𝐵 + 𝐶

2 𝑧 − 𝛼 𝑧 − 𝛽 − 𝑧 − 𝛼 2

𝑧 − 𝛽 2

∴
2𝛼 𝛼 − 𝛽 − 𝛼2

𝛼 − 𝛽 2
=
𝛼2 − 2𝛼𝛽

𝛼 − 𝛽 2
= 𝐵

解
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両辺に 𝑧 − 𝛽 を掛けて 𝑧に 𝛽 を代入すると

𝑧2

𝑧 − 𝛼 2
= 𝐴

𝑧 − 𝛽

𝑧 − 𝛼 2
+ 𝐵

𝑧 − 𝛽

𝑧 − 𝛼
+ 𝐶 ∴

𝛽2

𝛽 − 𝛼 2
= 𝐶

以上より
𝑧2

𝑧 − 𝛼 2 𝑧 − 𝛽
=

𝛼2

𝛼 − 𝛽

1

𝑧 − 𝛼 2
+

1

𝛼 − 𝛽 2

𝛼2 − 2𝛼𝛽

𝑧 − 𝛼
+

𝛽2

𝑧 − 𝛽

=
1

𝛼 − 𝛽 2

𝛼 − 𝛽 𝛼2

𝑧 − 𝛼 2
+
𝛼2 − 2𝛼𝛽

𝑧 − 𝛼
+

𝛽2

𝑧 − 𝛽

解（つづき）



31Kagoshima University wata104@eee

(6)
𝑧2

𝑧 − 𝛼 2 𝑧 − 𝛽
=

𝐴

𝑧 − 𝛼 2
+

𝐵

𝑧 − 𝛼
+

𝐶

𝑧 − 𝛽

両辺に 𝑧 − 𝛼 2 を掛けて 𝑧に 𝛼 を代入すると

𝑧2

𝑧 − 𝛽
= 𝐴 + 𝐵 𝑧 − 𝛼 + 𝐶

𝑧 − 𝛼 2

𝑧 − 𝛽
∴

𝛼2

𝛼 − 𝛽
= 𝐴

𝑧 = 𝛼における留数は

𝐵 = Res 𝑓 𝑧 , 𝛼 = lim
𝑧→𝛼

𝑧 − 𝛼 2𝑓 𝑧 = lim
𝑧→𝛼

𝑑

𝑑𝑧

𝑧2

𝑧 − 𝛽

= lim
𝑧→𝛼

2𝑧 𝑧 − 𝛽 − 𝑧2

𝑧 − 𝛽 2
= lim

𝑧→𝛼

𝑧2 − 2𝛽𝑧

𝑧 − 𝛽 2
=
𝛼2 − 2𝛼𝛽

𝛼 − 𝛽 2
, 以下同様

別解 計算していることは実質、本解と同じ
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(6)
𝛼2

𝛼 − 𝛽

1

𝑧 − 𝛼 2
+

1

𝛼 − 𝛽 2

𝛼2 − 2𝛼𝛽

𝑧 − 𝛼
+

𝛽2

𝑧 − 𝛽

=
𝛼2

𝛼 − 𝛽

1

𝑧 − 𝛼 2
+

1

𝛼 − 𝛽 2

𝛼2 − 2𝛼𝛽 𝑧 − 𝛽 + 𝛽2 𝑧 − 𝛼

𝑧 − 𝛼 𝑧 − 𝛽

=
𝛼2

𝛼 − 𝛽

1

𝑧 − 𝛼 2
+

1

𝛼 − 𝛽 2

𝛼 − 𝛽 2𝑧 − 𝛼 − 𝛽 𝛼𝛽

𝑧 − 𝛼 𝑧 − 𝛽

=
𝛼2

𝛼 − 𝛽

1

𝑧 − 𝛼 2
+

1

𝛼 − 𝛽

𝛼 − 𝛽 𝑧 − 𝛼𝛽

𝑧 − 𝛼 𝑧 − 𝛽

検算
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=
1

𝛼 − 𝛽

𝛼2 𝑧 − 𝛽 + 𝛼 − 𝛽 𝑧 𝑧 − 𝛼 − 𝛼𝛽 𝑧 − 𝛼

𝑧 − 𝛼 2 𝑧 − 𝛽

=
1

𝛼 − 𝛽

𝛼 − 𝛽 𝑧2 + 𝛼2 𝑧 − 𝛽 − 𝛼 − 𝛽 𝛼𝑧 − 𝛼𝛽 𝑧 − 𝛼

𝑧 − 𝛼 2 𝑧 − 𝛽

=
1

𝛼 − 𝛽

𝛼 − 𝛽 𝑧2

𝑧 − 𝛼 2 𝑧 − 𝛽
=

𝑧2

𝑧 − 𝛼 2 𝑧 − 𝛽

検算（つづき）
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(7)
1

𝑧 − 𝛼 2 𝑧 − 𝛽 2
=

𝐴

𝑧 − 𝛼 2
+

𝐵

𝑧 − 𝛽 2
+

𝐶

𝑧 − 𝛼
+

𝐷

𝑧 − 𝛽

両辺に 𝑧 − 𝛼 2 を掛けて 𝑧に 𝛼 を代入すると

1

𝑧 − 𝛽 2
= 𝐴 + 𝐵

𝑧 − 𝛼 2

𝑧 − 𝛽 2
+ 𝐶 𝑧 − 𝛼 + 𝐷

𝑧 − 𝛼 2

𝑧 − 𝛽
∴

1

𝛼 − 𝛽 2
= 𝐴

両辺に 𝑧 − 𝛼 2 を掛けてから微分し、𝑧に 𝛼 を代入すると

−
2

𝑧 − 𝛽 3
= 𝐵

2 𝑧 − 𝛼 𝑧 − 𝛽 − 𝑧 − 𝛼 2 ∙ 2

𝑧 − 𝛽 3
+ 𝐶

+ 𝐷
2 𝑧 − 𝛼 𝑧 − 𝛽 − 𝑧 − 𝛼 2

𝑧 − 𝛽 2
∴ −

1

𝛼 − 𝛽 3
= 𝐶

解
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両辺に 𝑧 − 𝛽 2 を掛けて 𝑧に 𝛽 を代入すると

1

𝑧 − 𝛼 2
= 𝐴

𝑧 − 𝛽 2

𝑧 − 𝛼 2
+ 𝐵 + 𝐶

𝑧 − 𝛽 2

𝑧 − 𝛼
+ 𝐷 𝑧 − 𝛽 ∴

1

𝛼 − 𝛽 2
= 𝐵

両辺に 𝑧 − 𝛽 2 を掛けてから微分し、𝑧に 𝛽 を代入すると

−
2

𝑧 − 𝛼 3
= 𝐴

2 𝑧 − 𝛽 𝑧 − 𝛼 − 𝑧 − 𝛽 2 ∙ 2

𝑧 − 𝛼 3

+ 𝐶
2 𝑧 − 𝛽 𝑧 − 𝛼 − 𝑧 − 𝛽 2

𝑧 − 𝛼 2
+ 𝐷

∴ −
2

𝛽 − 𝛼 3
=

2

𝛼 − 𝛽 3
= 𝐷

解（つづき）
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以上より
1

𝑧 − 𝛼 2 𝑧 − 𝛽 2
=

1

𝛼 − 𝛽 2

1

𝑧 − 𝛼 2
+

1

𝑧 − 𝛽 2

+
2

𝛼 − 𝛽 3
−

1

𝑧 − 𝛼
+

1

𝑧 − 𝛽

=
1

𝛼 − 𝛽 2

1

𝑧 − 𝛼 2
+

1

𝑧 − 𝛽 2

−
2

𝛼 − 𝛽 3

1

𝑧 − 𝛼
−

1

𝑧 − 𝛽

解（つづき）
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(7)
1

𝑧 − 𝛼 2 𝑧 − 𝛽 2
=

𝐴

𝑧 − 𝛼 2
+

𝐵

𝑧 − 𝛽 2
+

𝐶

𝑧 − 𝛼
+

𝐷

𝑧 − 𝛽

両辺に 𝑧 − 𝛼 2 を掛けて 𝑧に 𝛼 を代入すると

1

𝑧 − 𝛽 2
= 𝐴 + 𝐵

𝑧 − 𝛼 2

𝑧 − 𝛽 2
+ 𝐶 𝑧 − 𝛼 + 𝐷

𝑧 − 𝛼 2

𝑧 − 𝛽
∴

1

𝛼 − 𝛽 2
= 𝐴

𝑧 = 𝛼における留数は

𝐶 = Res 𝑓 𝑧 , 𝛼 = lim
𝑧→𝛼

𝑧 − 𝛼 2𝑓 𝑧 = lim
𝑧→𝛼

𝑑

𝑑𝑧

1

𝑧 − 𝛽 2

= lim
𝑧→𝛼

−2

𝑧 − 𝛽 3
=

−2

𝛼 − 𝛽 3

別解 計算していることは実質、本解と同じ
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両辺に 𝑧 − 𝛽 2 を掛けて 𝑧に 𝛽 を代入すると

1

𝑧 − 𝛼 2
= 𝐴

𝑧 − 𝛽 2

𝑧 − 𝛼 2
+ 𝐵 + 𝐶

𝑧 − 𝛽 2

𝑧 − 𝛼
+ 𝐷 𝑧 − 𝛽 ∴

1

𝛼 − 𝛽 2
= 𝐵

𝑧 = 𝛽 における留数は

𝐷 = Res 𝑓 𝑧 , 𝛽 = lim
𝑧→𝛽

𝑧 − 𝛽 2𝑓 𝑧 = lim
𝑧→𝛽

𝑑

𝑑𝑧

1

𝑧 − 𝛼 2

= lim
𝑧→𝛽

−2

𝑧 − 𝛼 3
=

−2

𝛽 − 𝛼 3
=

2

𝛼 − 𝛽 3
, 以下同様

別解（つづき） 計算していることは実質、本解と同じ
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(7)
1

𝛼 − 𝛽 2

1

𝑧 − 𝛼 2
+

1

𝑧 − 𝛽 2
−

2

𝛼 − 𝛽 3

1

𝑧 − 𝛼
−

1

𝑧 − 𝛽

=
1

𝛼 − 𝛽 2

𝑧 − 𝛽 2 + 𝑧 − 𝛼 2

𝑧 − 𝛼 2 𝑧 − 𝛽 2
−

2

𝛼 − 𝛽 3

𝑧 − 𝛽 − 𝑧 − 𝛼

𝑧 − 𝛼 𝑧 − 𝛽

=
1

𝛼 − 𝛽 2

𝑧 − 𝛽 2 + 𝑧 − 𝛼 2

𝑧 − 𝛼 2 𝑧 − 𝛽 2
−

2

𝛼 − 𝛽 2

1

𝑧 − 𝛼 𝑧 − 𝛽

=
1

𝛼 − 𝛽 2

𝑧 − 𝛽 2 + 𝑧 − 𝛼 2 − 2 𝑧 − 𝛼 𝑧 − 𝛽

𝑧 − 𝛼 2 𝑧 − 𝛽 2

=
1

𝛼 − 𝛽 2

𝛽2 + 𝛼2 − 2𝛼𝛽

𝑧 − 𝛼 2 𝑧 − 𝛽 2
=

1

𝑧 − 𝛼 2 𝑧 − 𝛽 2

検算
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(8)
𝑧

𝑧 − 𝛼 2 𝑧 − 𝛽 2
=

𝐴

𝑧 − 𝛼 2
+

𝐵

𝑧 − 𝛽 2
+

𝐶

𝑧 − 𝛼
+

𝐷

𝑧 − 𝛽

両辺に 𝑧 − 𝛼 2 を掛けて 𝑧に 𝛼 を代入すると

𝑧

𝑧 − 𝛽 2
= 𝐴 + 𝐵

𝑧 − 𝛼 2

𝑧 − 𝛽 2
+ 𝐶 𝑧 − 𝛼 + 𝐷

𝑧 − 𝛼 2

𝑧 − 𝛽
∴

𝛼

𝛼 − 𝛽 2
= 𝐴

両辺に 𝑧 − 𝛼 2 を掛けてから微分し、𝑧に 𝛼 を代入すると

𝑧 − 𝛽 − 𝑧 ∙ 2

𝑧 − 𝛽 3
= 𝐵

2 𝑧 − 𝛼 𝑧 − 𝛽 − 𝑧 − 𝛼 2 ∙ 2

𝑧 − 𝛽 3
+ 𝐶

+ 𝐷
2 𝑧 − 𝛼 𝑧 − 𝛽 − 𝑧 − 𝛼 2

𝑧 − 𝛽 2
∴
− 𝛼 + 𝛽

𝛼 − 𝛽 3
= 𝐶

解
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両辺に 𝑧 − 𝛽 2 を掛けて 𝑧に 𝛽 を代入すると

𝑧

𝑧 − 𝛼 2
= 𝐴

𝑧 − 𝛽 2

𝑧 − 𝛼 2
+ 𝐵 + 𝐶

𝑧 − 𝛽 2

𝑧 − 𝛼
+ 𝐷 𝑧 − 𝛽 ∴

𝛽

𝛼 − 𝛽 2
= 𝐵

両辺に 𝑧 − 𝛽 2 を掛けてから微分し、𝑧に 𝛽 を代入すると

𝑧 − 𝛼 − 𝑧 ∙ 2

𝑧 − 𝛼 3
= 𝐴

2 𝑧 − 𝛽 𝑧 − 𝛼 − 𝑧 − 𝛽 2 ∙ 2

𝑧 − 𝛼 3

+ 𝐶
2 𝑧 − 𝛽 𝑧 − 𝛼 − 𝑧 − 𝛽 2

𝑧 − 𝛼 2
+ 𝐷

∴
𝛽 − 𝛼 − 𝛽 ∙ 2

𝛽 − 𝛼 3
=

−𝛽 − 𝛼

𝛽 − 𝛼 3
=

𝛼 + 𝛽

𝛼 − 𝛽 3
= 𝐷

解（つづき）
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以上より
𝑧

𝑧 − 𝛼 2 𝑧 − 𝛽 2
=

1

𝛼 − 𝛽 2

𝛼

𝑧 − 𝛼 2
+

𝛽

𝑧 − 𝛽 2

+
𝛼 + 𝛽

𝛼 − 𝛽 3
−

1

𝑧 − 𝛼
+

1

𝑧 − 𝛽

=
1

𝛼 − 𝛽 2

𝛼

𝑧 − 𝛼 2
+

𝛽

𝑧 − 𝛽 2

−
𝛼 + 𝛽

𝛼 − 𝛽 3

1

𝑧 − 𝛼
−

1

𝑧 − 𝛽

解（つづき）
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(8)
𝑧

𝑧 − 𝛼 2 𝑧 − 𝛽 2
=

𝐴

𝑧 − 𝛼 2
+

𝐵

𝑧 − 𝛽 2
+

𝐶

𝑧 − 𝛼
+

𝐷

𝑧 − 𝛽

両辺に 𝑧 − 𝛼 2 を掛けて 𝑧に 𝛼 を代入すると

𝑧

𝑧 − 𝛽 2
= 𝐴 + 𝐵

𝑧 − 𝛼 2

𝑧 − 𝛽 2
+ 𝐶 𝑧 − 𝛼 + 𝐷

𝑧 − 𝛼 2

𝑧 − 𝛽
∴

𝛼

𝛼 − 𝛽 2
= 𝐴

𝑧 = 𝛼における留数は

𝐶 = Res 𝑓 𝑧 , 𝛼 = lim
𝑧→𝛼

𝑧 − 𝛼 2𝑓 𝑧 = lim
𝑧→𝛼

𝑑

𝑑𝑧

𝑧

𝑧 − 𝛽 2

= lim
𝑧→𝛼

𝑧 − 𝛽 2 − 𝑧 ∙ 2 𝑧 − 𝛽

𝑧 − 𝛽 4
= lim

𝑧→𝛼

𝑧 − 𝛽 − 𝑧 ∙ 2

𝑧 − 𝛽 3
=
− 𝛼 + 𝛽

𝛼 − 𝛽 3

別解 計算していることは実質、本解と同じ
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両辺に 𝑧 − 𝛽 2 を掛けて 𝑧に 𝛽 を代入すると

𝑧

𝑧 − 𝛼 2
= 𝐴

𝑧 − 𝛽 2

𝑧 − 𝛼 2
+ 𝐵 + 𝐶

𝑧 − 𝛽 2

𝑧 − 𝛼
+ 𝐷 𝑧 − 𝛽 ∴

𝛽

𝛼 − 𝛽 2
= 𝐵

𝑧 = 𝛽 における留数は

𝐷 = Res 𝑓 𝑧 , 𝛽 = lim
𝑧→𝛽

𝑧 − 𝛽 2𝑓 𝑧 = lim
𝑧→𝛽

𝑑

𝑑𝑧

𝑧

𝑧 − 𝛼 2

= lim
𝑧→𝛽

𝑧 − 𝛼 2 − 𝑧 ∙ 2 𝑧 − 𝛼

𝑧 − 𝛼 4
= lim

𝑧→𝛽

𝑧 − 𝛼 − 𝑧 ∙ 2

𝑧 − 𝛼 3

= lim
𝑧→𝛽

−𝑧 − 𝛼

𝑧 − 𝛼 3
=

−𝛽 − 𝛼

𝛽 − 𝛼 3
=

𝛼 + 𝛽

𝛼 − 𝛽 3
, 以下同様

別解（つづき） 計算していることは実質、本解と同じ
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(8)
1

𝛼 − 𝛽 2

𝛼

𝑧 − 𝛼 2
+

𝛽

𝑧 − 𝛽 2
−

𝛼 + 𝛽

𝛼 − 𝛽 3

1

𝑧 − 𝛼
−

1

𝑧 − 𝛽

=
1

𝛼 − 𝛽 2

𝛼 𝑧 − 𝛽 2 + 𝛽 𝑧 − 𝛼 2

𝑧 − 𝛼 2 𝑧 − 𝛽 2
−

𝛼 + 𝛽

𝛼 − 𝛽 3

𝑧 − 𝛽 − 𝑧 − 𝛼

𝑧 − 𝛼 𝑧 − 𝛽

=
1

𝛼 − 𝛽 2

𝛼 𝑧 − 𝛽 2 + 𝛽 𝑧 − 𝛼 2

𝑧 − 𝛼 2 𝑧 − 𝛽 2
−

𝛼 + 𝛽

𝛼 − 𝛽 2

1

𝑧 − 𝛼 𝑧 − 𝛽

=
1

𝛼 − 𝛽 2

𝛼 𝑧 − 𝛽 2 + 𝛽 𝑧 − 𝛼 2 − 𝛼 + 𝛽 𝑧 − 𝛼 𝑧 − 𝛽

𝑧 − 𝛼 2 𝑧 − 𝛽 2

=
1

𝛼 − 𝛽 2

−4𝛼𝛽𝑧 + 𝛼 + 𝛽 2𝑧

𝑧 − 𝛼 2 𝑧 − 𝛽 2
=

𝑧

𝑧 − 𝛼 2 𝑧 − 𝛽 2

検算
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(9)
𝑧2

𝑧 − 𝛼 2 𝑧 − 𝛽 2
=

𝐴

𝑧 − 𝛼 2
+

𝐵

𝑧 − 𝛽 2
+

𝐶

𝑧 − 𝛼
+

𝐷

𝑧 − 𝛽

両辺に 𝑧 − 𝛼 2 を掛けて 𝑧に 𝛼 を代入すると

𝑧2

𝑧 − 𝛽 2
= 𝐴 + 𝐵

𝑧 − 𝛼 2

𝑧 − 𝛽 2
+ 𝐶 𝑧 − 𝛼 + 𝐷

𝑧 − 𝛼 2

𝑧 − 𝛽
∴

𝛼2

𝛼 − 𝛽 2
= 𝐴

両辺に 𝑧 − 𝛼 2 を掛けてから微分し、𝑧に 𝛼 を代入すると

2𝑧 𝑧 − 𝛽 − 𝑧2 ∙ 2

𝑧 − 𝛽 3
= 𝐵

2 𝑧 − 𝛼 𝑧 − 𝛽 − 𝑧 − 𝛼 2 ∙ 2

𝑧 − 𝛽 3
+ 𝐶

+ 𝐷
2 𝑧 − 𝛼 𝑧 − 𝛽 − 𝑧 − 𝛼 2

𝑧 − 𝛽 2
∴

−2𝛼𝛽

𝛼 − 𝛽 3
= 𝐶

解
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両辺に 𝑧 − 𝛽 2 を掛けて 𝑧に 𝛽 を代入すると

𝑧2

𝑧 − 𝛼 2
= 𝐴

𝑧 − 𝛽 2

𝑧 − 𝛼 2
+ 𝐵 + 𝐶

𝑧 − 𝛽 2

𝑧 − 𝛼
+ 𝐷 𝑧 − 𝛽 ∴

𝛽2

𝛼 − 𝛽 2
= 𝐵

両辺に 𝑧 − 𝛽 2 を掛けてから微分し、𝑧に 𝛽 を代入すると

2𝑧 𝑧 − 𝛼 − 𝑧2 ∙ 2

𝑧 − 𝛼 3
= 𝐴

2 𝑧 − 𝛽 𝑧 − 𝛼 − 𝑧 − 𝛽 2 ∙ 2

𝑧 − 𝛼 3

+ 𝐶
2 𝑧 − 𝛽 𝑧 − 𝛼 − 𝑧 − 𝛽 2

𝑧 − 𝛼 2
+ 𝐷

∴
2𝛽 𝛽 − 𝛼 − 𝛽2 ∙ 2

𝛽 − 𝛼 3
=

−2𝛼𝛽

𝛽 − 𝛼 3
=

2𝛼𝛽

𝛼 − 𝛽 3
= 𝐷

解（つづき）
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以上より
𝑧2

𝑧 − 𝛼 2 𝑧 − 𝛽 2
=

1

𝛼 − 𝛽 2

𝛼2

𝑧 − 𝛼 2
+

𝛽2

𝑧 − 𝛽 2

+
2𝛼𝛽

𝛼 − 𝛽 3
−

1

𝑧 − 𝛼
+

1

𝑧 − 𝛽

=
1

𝛼 − 𝛽 2

𝛼2

𝑧 − 𝛼 2
+

𝛽2

𝑧 − 𝛽 2

−
2𝛼𝛽

𝛼 − 𝛽 3

1

𝑧 − 𝛼
−

1

𝑧 − 𝛽

解（つづき）
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(9)
𝑧2

𝑧 − 𝛼 2 𝑧 − 𝛽 2
=

𝐴

𝑧 − 𝛼 2
+

𝐵

𝑧 − 𝛽 2
+

𝐶

𝑧 − 𝛼
+

𝐷

𝑧 − 𝛽

両辺に 𝑧 − 𝛼 2 を掛けて 𝑧に 𝛼 を代入すると

𝑧2

𝑧 − 𝛽 2
= 𝐴 + 𝐵

𝑧 − 𝛼 2

𝑧 − 𝛽 2
+ 𝐶 𝑧 − 𝛼 + 𝐷

𝑧 − 𝛼 2

𝑧 − 𝛽
∴

𝛼2

𝛼 − 𝛽 2
= 𝐴

𝑧 = 𝛼における留数は

𝐶 = Res 𝑓 𝑧 , 𝛼 = lim
𝑧→𝛼

𝑧 − 𝛼 2𝑓 𝑧 = lim
𝑧→𝛼

𝑑

𝑑𝑧

𝑧2

𝑧 − 𝛽 2

= lim
𝑧→𝛼

2𝑧 𝑧 − 𝛽 2 − 𝑧2 ∙ 2 𝑧 − 𝛽

𝑧 − 𝛽 4
= lim

𝑧→𝛼

−2𝛽𝑧

𝑧 − 𝛽 3
=

−2𝛼𝛽

𝛼 − 𝛽 3

別解 計算していることは実質、本解と同じ
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両辺に 𝑧 − 𝛽 2 を掛けて 𝑧に 𝛽 を代入すると

𝑧2

𝑧 − 𝛼 2
= 𝐴

𝑧 − 𝛽 2

𝑧 − 𝛼 2
+ 𝐵 + 𝐶

𝑧 − 𝛽 2

𝑧 − 𝛼
+ 𝐷 𝑧 − 𝛽 ∴

𝛽2

𝛼 − 𝛽 2
= 𝐵

𝑧 = 𝛽 における留数は

𝐷 = Res 𝑓 𝑧 , 𝛽 = lim
𝑧→𝛽

𝑧 − 𝛽 2𝑓 𝑧 = lim
𝑧→𝛽

𝑑

𝑑𝑧

𝑧2

𝑧 − 𝛼 2

= lim
𝑧→𝛽

2𝑧 𝑧 − 𝛼 2 − 𝑧2 ∙ 2 𝑧 − 𝛼

𝑧 − 𝛼 4
= lim

𝑧→𝛽

2𝑧 𝑧 − 𝛼 − 2𝑧2

𝑧 − 𝛼 3

= lim
𝑧→𝛽

−2𝛼𝑧

𝑧 − 𝛼 3
=

−2𝛼𝛽

𝛽 − 𝛼 3
=

2𝛼𝛽

𝛼 − 𝛽 3
, 以下同様

別解（つづき） 計算していることは実質、本解と同じ
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(9)
1

𝛼 − 𝛽 2

𝛼2

𝑧 − 𝛼 2
+

𝛽2

𝑧 − 𝛽 2
−

2𝛼𝛽

𝛼 − 𝛽 3

1

𝑧 − 𝛼
−

1

𝑧 − 𝛽

=
1

𝛼 − 𝛽 2

𝛼2 𝑧 − 𝛽 2 + 𝛽2 𝑧 − 𝛼 2

𝑧 − 𝛼 2 𝑧 − 𝛽 2
−

2𝛼𝛽

𝛼 − 𝛽 3

𝑧 − 𝛽 − 𝑧 − 𝛼

𝑧 − 𝛼 𝑧 − 𝛽

=
1

𝛼 − 𝛽 2

𝛼2 𝑧 − 𝛽 2 + 𝛽2 𝑧 − 𝛼 2

𝑧 − 𝛼 2 𝑧 − 𝛽 2
−

2𝛼𝛽

𝛼 − 𝛽 2

1

𝑧 − 𝛼 𝑧 − 𝛽

=
1

𝛼 − 𝛽 2

𝛼2 𝑧 − 𝛽 2 + 𝛽2 𝑧 − 𝛼 2 − 2𝛼𝛽 𝑧 − 𝛼 𝑧 − 𝛽

𝑧 − 𝛼 2 𝑧 − 𝛽 2

=
1

𝛼 − 𝛽 2

𝛼2 + 𝛽2 𝑧2 − 2𝛼𝛽𝑧2

𝑧 − 𝛼 2 𝑧 − 𝛽 2
=

𝑧2

𝑧 − 𝛼 2 𝑧 − 𝛽 2

検算
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(10)
𝑧3

𝑧 − 𝛼 2 𝑧 − 𝛽 2
=

𝐴

𝑧 − 𝛼 2
+

𝐵

𝑧 − 𝛽 2
+

𝐶

𝑧 − 𝛼
+

𝐷

𝑧 − 𝛽

両辺に 𝑧 − 𝛼 2 を掛けて 𝑧に 𝛼 を代入すると

𝑧3

𝑧 − 𝛽 2
= 𝐴 + 𝐵

𝑧 − 𝛼 2

𝑧 − 𝛽 2
+ 𝐶 𝑧 − 𝛼 + 𝐷

𝑧 − 𝛼 2

𝑧 − 𝛽
∴

𝛼3

𝛼 − 𝛽 2
= 𝐴

両辺に 𝑧 − 𝛼 2 を掛けてから微分し、𝑧に 𝛼 を代入すると

3𝑧2 𝑧 − 𝛽 − 𝑧3 ∙ 2

𝑧 − 𝛽 3
= 𝐵

2 𝑧 − 𝛼 𝑧 − 𝛽 − 𝑧 − 𝛼 2 ∙ 2

𝑧 − 𝛽 3
+ 𝐶

+ 𝐷
2 𝑧 − 𝛼 𝑧 − 𝛽 − 𝑧 − 𝛼 2

𝑧 − 𝛽 2
∴
𝛼3 − 3𝛼2𝛽

𝛼 − 𝛽 3
= 𝐶

解



53Kagoshima University wata104@eee

両辺に 𝑧 − 𝛽 2 を掛けて 𝑧に 𝛽 を代入すると

𝑧3

𝑧 − 𝛼 2
= 𝐴

𝑧 − 𝛽 2

𝑧 − 𝛼 2
+ 𝐵 + 𝐶

𝑧 − 𝛽 2

𝑧 − 𝛼
+ 𝐷 𝑧 − 𝛽 ∴

𝛽3

𝛼 − 𝛽 2
= 𝐵

両辺に 𝑧 − 𝛽 2 を掛けてから微分し、𝑧に 𝛽 を代入すると

3𝑧2 𝑧 − 𝛼 − 𝑧3 ∙ 2

𝑧 − 𝛼 3
= 𝐴

2 𝑧 − 𝛽 𝑧 − 𝛼 − 𝑧 − 𝛽 2 ∙ 2

𝑧 − 𝛼 3

+ 𝐶
2 𝑧 − 𝛽 𝑧 − 𝛼 − 𝑧 − 𝛽 2

𝑧 − 𝛼 2
+ 𝐷

∴
3𝛽2 𝛽 − 𝛼 − 𝛽3 ∙ 2

𝛽 − 𝛼 3
=
𝛽3 − 3𝛼𝛽2

𝛽 − 𝛼 3
= −

𝛽3 − 3𝛼𝛽2

𝛼 − 𝛽 3
= 𝐷

解（つづき）
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以上より
𝑧3

𝑧 − 𝛼 2 𝑧 − 𝛽 2
=

1

𝛼 − 𝛽 2

𝛼3

𝑧 − 𝛼 2
+

𝛽3

𝑧 − 𝛽 2

+
1

𝛼 − 𝛽 3

𝛼3 − 3𝛼2𝛽

𝑧 − 𝛼
−
𝛽3 − 3𝛼𝛽2

𝑧 − 𝛽

=
1

𝛼 − 𝛽 2

𝛼3

𝑧 − 𝛼 2
+

𝛽3

𝑧 − 𝛽 2

+
1

𝛼 − 𝛽 3

𝛼3 − 3𝛼2𝛽

𝑧 − 𝛼
+
3𝛼𝛽2 − 𝛽3

𝑧 − 𝛽

解（つづき）
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(10)
𝑧3

𝑧 − 𝛼 2 𝑧 − 𝛽 2
=

𝐴

𝑧 − 𝛼 2
+

𝐵

𝑧 − 𝛽 2
+

𝐶

𝑧 − 𝛼
+

𝐷

𝑧 − 𝛽

両辺に 𝑧 − 𝛼 2 を掛けて 𝑧に 𝛼 を代入すると

𝑧3

𝑧 − 𝛽 2
= 𝐴 + 𝐵

𝑧 − 𝛼 2

𝑧 − 𝛽 2
+ 𝐶 𝑧 − 𝛼 + 𝐷

𝑧 − 𝛼 2

𝑧 − 𝛽
∴

𝛼3

𝛼 − 𝛽 2
= 𝐴

𝑧 = 𝛼における留数は

𝐶 = Res 𝑓 𝑧 , 𝛼 = lim
𝑧→𝛼

𝑧 − 𝛼 2𝑓 𝑧 = lim
𝑧→𝛼

𝑑

𝑑𝑧

𝑧3

𝑧 − 𝛽 2

= lim
𝑧→𝛼

3𝑧2 𝑧 − 𝛽 2 − 𝑧3 ∙ 2 𝑧 − 𝛽

𝑧 − 𝛽 4
= lim

𝑧→𝛼

𝑧3 − 3𝛽𝑧2

𝑧 − 𝛽 3
=
𝛼3 − 3𝛼2𝛽

𝛼 − 𝛽 3

別解 計算していることは実質、本解と同じ
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両辺に 𝑧 − 𝛽 2 を掛けて 𝑧に 𝛽 を代入すると

𝑧3

𝑧 − 𝛼 2
= 𝐴

𝑧 − 𝛽 2

𝑧 − 𝛼 2
+ 𝐵 + 𝐶

𝑧 − 𝛽 2

𝑧 − 𝛼
+ 𝐷 𝑧 − 𝛽 ∴

𝛽3

𝛼 − 𝛽 2
= 𝐵

𝑧 = 𝛽 における留数は

𝐷 = Res 𝑓 𝑧 , 𝛽 = lim
𝑧→𝛽

𝑧 − 𝛽 2𝑓 𝑧 = lim
𝑧→𝛽

𝑑

𝑑𝑧

𝑧3

𝑧 − 𝛼 2

= lim
𝑧→𝛽

3𝑧2 𝑧 − 𝛼 2 − 𝑧3 ∙ 2 𝑧 − 𝛼

𝑧 − 𝛼 4
= lim

𝑧→𝛽

3𝑧2 𝑧 − 𝛼 − 2𝑧3

𝑧 − 𝛼 3

= lim
𝑧→𝛽

𝑧3 − 3𝛼𝑧2

𝑧 − 𝛼 3
=
𝛽3 − 3𝛼𝛽2

𝛽 − 𝛼 3
=
3𝛼𝛽2 − 𝛽3

𝛼 − 𝛽 3
, 以下同様

別解（つづき） 計算していることは実質、本解と同じ
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(10)
1

𝛼 − 𝛽 2

𝛼3

𝑧 − 𝛼 2
+

𝛽3

𝑧 − 𝛽 2

+
1

𝛼 − 𝛽 3

𝛼3 − 3𝛼2𝛽

𝑧 − 𝛼
+
3𝛼𝛽2 − 𝛽3

𝑧 − 𝛽

=
1

𝛼 − 𝛽 2

𝛼3 𝑧 − 𝛽 2 + 𝛽3 𝑧 − 𝛼 2

𝑧 − 𝛼 2 𝑧 − 𝛽 2

+
1

𝛼 − 𝛽 3

𝛼3 − 3𝛼2𝛽 𝑧 − 𝛽 + 3𝛼𝛽2 − 𝛽3 𝑧 − 𝛼

𝑧 − 𝛼 𝑧 − 𝛽

検算
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=
1

𝛼 − 𝛽 2

𝛼3 𝑧 − 𝛽 2 + 𝛽3 𝑧 − 𝛼 2

𝑧 − 𝛼 2 𝑧 − 𝛽 2

+
1

𝛼 − 𝛽 3

𝛼 − 𝛽 3𝑧 − 𝛼𝛽 𝛼2 − 𝛽2

𝑧 − 𝛼 𝑧 − 𝛽

=
1

𝛼 − 𝛽 2

𝛼3 𝑧 − 𝛽 2 + 𝛽3 𝑧 − 𝛼 2

𝑧 − 𝛼 2 𝑧 − 𝛽 2

+
1

𝛼 − 𝛽 2

𝛼 − 𝛽 2𝑧 − 𝛼𝛽 𝛼 + 𝛽

𝑧 − 𝛼 𝑧 − 𝛽

検算（つづき）
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=
1

𝛼 − 𝛽 2

𝛼3 𝑧 − 𝛽 2 + 𝛽3 𝑧 − 𝛼 2

𝑧 − 𝛼 2 𝑧 − 𝛽 2

+
1

𝛼 − 𝛽 2

𝛼 − 𝛽 2𝑧 − 𝛼𝛽 𝛼 + 𝛽 𝑧 − 𝛼 𝑧 − 𝛽

𝑧 − 𝛼 2 𝑧 − 𝛽 2

=
1

𝛼 − 𝛽 2

𝛼3 + 𝛽3 𝑧2 − 2𝛼𝛽 𝛼2 + 𝛽2 𝑧 + 𝛼2𝛽2 𝛼 + 𝛽

𝑧 − 𝛼 2 𝑧 − 𝛽 2

+
1

𝛼 − 𝛽 2

𝛼 − 𝛽 2 𝑧3 − 𝛼 + 𝛽 𝑧2 + 𝛼𝛽𝑧

𝑧 − 𝛼 2 𝑧 − 𝛽 2

+
1

𝛼 − 𝛽 2

−𝛼𝛽 𝛼 + 𝛽 𝑧2 − 𝛼 + 𝛽 𝑧 + 𝛼𝛽

𝑧 − 𝛼 2 𝑧 − 𝛽 2

検算（つづき）
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=
1

𝛼 − 𝛽 2

𝛼 − 𝛽 2𝑧3

𝑧 − 𝛼 2 𝑧 − 𝛽 2

+
1

𝛼 − 𝛽 2

𝛼3 + 𝛽3 𝑧2 − 𝛼 − 𝛽 2 𝛼 + 𝛽 𝑧2 − 𝛼𝛽 𝛼 + 𝛽 𝑧2

𝑧 − 𝛼 2 𝑧 − 𝛽 2

+
1

𝛼 − 𝛽 2

−2𝛼𝛽 𝛼2 + 𝛽2 𝑧 + 𝛼𝛽 𝛼 − 𝛽 2𝑧 + 𝛼𝛽 𝛼 + 𝛽 2𝑧

𝑧 − 𝛼 2 𝑧 − 𝛽 2

=
𝑧3

𝑧 − 𝛼 2 𝑧 − 𝛽 2

検算（つづき）
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(1)
1

𝑧 − 𝛼 𝑧 − 𝛽
=

1

𝛼 − 𝛽

1

𝑧 − 𝛼
−

1

𝑧 − 𝛽

(2)
𝑧

𝑧 − 𝛼 𝑧 − 𝛽
=

1

𝛼 − 𝛽

𝛼

𝑧 − 𝛼
−

𝛽

𝑧 − 𝛽

(3)
𝑧2

𝑧 − 𝛼 𝑧 − 𝛽
= 1 +

1

𝛼 − 𝛽

𝛼2

𝑧 − 𝛼
−

𝛽2

𝑧 − 𝛽

まとめ
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(4)
1

𝑧 − 𝛼 2 𝑧 − 𝛽
=

1

𝛼 − 𝛽

1

𝑧 − 𝛼 2
−

1

𝛼 − 𝛽 2

1

𝑧 − 𝛼
−

1

𝑧 − 𝛽

(5)
𝑧

𝑧 − 𝛼 2 𝑧 − 𝛽
=

𝛼

𝛼 − 𝛽

1

𝑧 − 𝛼 2
−

𝛽

𝛼 − 𝛽 2

1

𝑧 − 𝛼
−

1

𝑧 − 𝛽

(6)
𝑧2

𝑧 − 𝛼 2 𝑧 − 𝛽
=

𝛼2

𝛼 − 𝛽

1

𝑧 − 𝛼 2
+

1

𝛼 − 𝛽 2

𝛼2 − 2𝛼𝛽

𝑧 − 𝛼
+

𝛽2

𝑧 − 𝛽

まとめ（つづき）
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(7)
1

𝑧 − 𝛼 2 𝑧 − 𝛽 2
=

1

𝛼 − 𝛽 2

1

𝑧 − 𝛼 2
+

1

𝑧 − 𝛽 2

−
2

𝛼 − 𝛽 3

1

𝑧 − 𝛼
−

1

𝑧 − 𝛽

(8)
𝑧

𝑧 − 𝛼 2 𝑧 − 𝛽 2
=

1

𝛼 − 𝛽 2

𝛼

𝑧 − 𝛼 2
+

𝛽

𝑧 − 𝛽 2

−
𝛼 + 𝛽

𝛼 − 𝛽 3

1

𝑧 − 𝛼
−

1

𝑧 − 𝛽

まとめ（つづき）
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(9)
𝑧2

𝑧 − 𝛼 2 𝑧 − 𝛽 2
=

1

𝛼 − 𝛽 2

𝛼2

𝑧 − 𝛼 2
+

𝛽2

𝑧 − 𝛽 2

−
2𝛼𝛽

𝛼 − 𝛽 3

1

𝑧 − 𝛼
−

1

𝑧 − 𝛽

(10)
𝑧3

𝑧 − 𝛼 2 𝑧 − 𝛽 2
=

1

𝛼 − 𝛽 2

𝛼3

𝑧 − 𝛼 2
+

𝛽3

𝑧 − 𝛽 2

+
1

𝛼 − 𝛽 3

𝛼3 − 3𝛼2𝛽

𝑧 − 𝛼
+
3𝛼𝛽2 − 𝛽3

𝑧 − 𝛽

まとめ（つづき）
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