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時刻 𝑡′ ൌ 0 から学習を始め、時刻 𝑡ᇱ において単位時間あたり 𝑓ሺ𝑡ᇱሻ の記憶をした
とする。

その記憶は時間が経過しても忘却せずにそのまま残るとすると、時刻 𝑡 における
記憶の総量 𝐹 𝑡 は、時刻 𝑡′ ൌ 0 から時刻 𝑡ᇱ ൌ 𝑡 までの記憶量を積分することに
よって

𝐹 𝑡 ൌ න 𝑓 𝑡′ 𝑑𝑡′
௧

଴

と表される。

記憶（忘却しない場合）

𝑡′
𝑡0 𝑡ᇱ

𝑓 𝑡′
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時刻 𝑡′ ൌ 0 から学習を始め、時刻 𝑡ᇱ において単位時間あたり 𝑓ሺ𝑡ᇱሻ の記憶をした
とする。

その記憶は時間の経過とともに忘却していき、時間 𝜏 が経過した後には単位記憶
量あたり 𝑔 𝜏 に減少するものとする。このとき、時刻 𝒕ᇱ に記憶した量 𝒇 𝒕ᇱ は、時
刻 𝒕 までに時間が 𝝉 ൌ 𝒕 െ 𝒕′ 経過しているから、時刻 𝒕 では 𝒇 𝒕ᇱ 𝒈 𝒕 െ 𝒕′ に減
少している。

したがって、時刻 𝑡 において残存して
いる記憶の総量 𝐹 𝑡 は、時刻 𝑡′ ൌ 0
から時刻 𝑡ᇱ ൌ 𝑡 までの記憶量を積分
することによって

𝐹 𝑡 ൌ න 𝑓 𝑡′ 𝑔 𝑡 െ 𝑡′ 𝑑𝑡′
௧

଴

と表される。

記憶（忘却する場合）①：時刻 ᇱ で積分

𝑡′
𝑡0 𝑡ᇱ

𝑓 𝑡′
𝑡 െ 𝑡′
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時刻 𝑡′ ൌ 0 から学習を始め、時刻 𝑡ᇱ において単位時間あたり 𝑓ሺ𝑡ᇱሻ の記憶をした
とする。

その記憶は時間の経過とともに忘却していき、時間 𝜏 が経過した後には単位記憶
量あたり 𝑔 𝜏 に減少するものとする。このとき、記憶してから時刻 𝒕 までに時間 𝝉
が経過したのは、時刻 𝒕ᇱ ൌ 𝒕 െ 𝝉 の記憶 𝒇ሺ𝒕 െ 𝝉ሻ であり、それは時刻 𝒕 では
𝒇 𝒕 െ 𝝉 𝒈 𝝉 に減少している。

したがって、時刻 𝑡 において残存して
いる記憶の総量 𝐹 𝑡 は、経過時間
𝜏 ൌ 0 から 𝜏 ൌ 𝑡 までの記憶量を積分
することによって

𝐹 𝑡 ൌ න 𝑓 𝑡 െ 𝜏 𝑔 𝜏 𝑑𝜏
௧

଴

と表すこともできる。

記憶（忘却する場合）②：経過時間 で積分

𝑡′
𝑡0 𝑡ᇱ

𝑓 𝑡′
𝜏 ൌ 𝑡 െ 𝑡′
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p. 3の積分（時刻 𝑡′ で積分）とp. 4の積分（経過時間 𝜏 で積分）は等しい。これを
𝑓ሺ𝑡ሻ と 𝑔ሺ𝑡ሻ の畳み込みといい、 𝑓 ∗ 𝑔 で表す。

𝑓 ∗ 𝑔 ൌ න 𝑓 𝑡ᇱ 𝑔 𝑡 െ 𝑡ᇱ 𝑑𝑡ᇱ
௧

଴
ൌ න 𝑓 𝑡 െ 𝜏 𝑔 𝜏 𝑑𝜏

௧

଴

畳み込みのフーリエ変換やラプラス変換には、次の関係が成り立つ。

 𝑓 ∗ 𝑔 のフーリエ変換は、𝑓のフーリエ変換と 𝑔 のフーリエ変換の積である。

ℱ 𝑓 ∗ 𝑔 ൌ ℱ 𝑓 · ℱ 𝑔

 𝑓 ∗ 𝑔 のラプラス変換は、𝑓 のラプラス変換と 𝑔 のラプラス変換の積である。

ℒ 𝑓 ∗ 𝑔 ൌ ℒ 𝑓 · ℒ 𝑔

畳み込み
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𝑓 𝑡 ൌ ቊ1 0 ൑ 𝑡 ൑ 𝑇
0 𝑡 ൐ 𝑇          

𝑔 𝑡 ൌ 𝑒ି௔௧

について、具体的に畳み込みを第1式（時刻 𝑡′ で積分）により計算すると

0 ൑ 𝑡 ൑ 𝑇 のとき、積分範囲 0 ൑ 𝑡′ ൑ 𝑡 において 𝑓 𝑡 ൌ 1 であるから

𝑓 ∗ 𝑔 ൌ න 𝑒ି௔ ௧ି௧ᇲ 𝑑𝑡ᇱ
௧

଴
ൌ 𝑒ି௔௧ න 𝑒௔௧ᇲ𝑑𝑡ᇱ

௧

଴
ൌ 𝑒ି௔௧ 𝑒௔௧ᇲ

𝑎 ଴

௧

ൌ
1 െ 𝑒ି௔௧

𝑎
𝑡 ൐ 𝑇 のとき、積分範囲 0 ൑ 𝑡′ ൑ 𝑡 のうち 0 ൑ 𝑡′ ൑ 𝑇 では 𝑓 𝑡 ൌ 1 であり、
𝑇 ൑ 𝑡′ ൑ 𝑡 では 𝑓 𝑡 ൌ 0 であるから

𝑓 ∗ 𝑔 ൌ න 𝑒ି௔ ௧ି௧ᇲ 𝑑𝑡ᇱ
்

଴
ൌ 𝑒ି௔௧ න 𝑒௔௧ᇲ𝑑𝑡ᇱ

்

଴
ൌ 𝑒ି௔௧ 𝑒௔௧ᇲ

𝑎 ଴

்

ൌ 𝑒ି௔௧ 𝑒௔் െ 1
𝑎

畳み込みの計算①

𝑡′
0 𝑇

𝑓 𝑡′

𝑡 𝑡
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𝑓 𝑡 ൌ ቊ1 0 ൑ 𝑡 ൑ 𝑇
0 𝑡 ൐ 𝑇          

𝑔 𝑡 ൌ 𝑒ି௔௧

について、具体的に畳み込みを第2式（経過時間 𝜏 で積分）により計算すると

0 ൑ 𝑡 ൑ 𝑇 のとき、積分範囲 0 ൑ 𝜏 ൑ 𝑡 において 𝑓 𝑡 െ 𝜏 ൌ 1 であるから

𝑓 ∗ 𝑔 ൌ න 𝑒ି௔ఛ𝑑𝜏
௧

଴
ൌ

𝑒ି௔ఛ

െ𝑎 ଴

௧

ൌ
1 െ 𝑒ି௔௧

𝑎

𝑡 ൐ 𝑇 のとき、積分範囲 0 ൑ 𝜏 ൑ 𝑡 のうち 0 ൑ 𝜏 ൏ 𝑡 െ 𝑇 では 𝑓 𝑡 െ 𝜏 ൌ 0 であり、
𝑡 െ 𝑇 ൑ 𝜏 ൑ 𝑡 では 𝑓 𝑡 െ 𝜏 ൌ 1 であるから

𝑓 ∗ 𝑔 ൌ න 𝑒ି௔ఛ𝑑𝜏
௧

௧ି்
ൌ

𝑒ି௔ఛ

െ𝑎 ௧ି்

௧

ൌ
𝑒ି௔ ௧ି் െ 𝑒ି௔௧

𝑎 ൌ 𝑒ି௔௧ 𝑒௔் െ 1
𝑎

畳み込みの計算②

𝑡′
0 𝑇

𝑓 𝑡′

𝑡 𝑡
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𝑓 𝑡 ൌ ቊ1 0 ൑ 𝑡 ൑ 𝑇
0 𝑡 ൐ 𝑇          

𝑔 𝑡 ൌ 𝑒ି௔௧

をラプラス変換すると

𝐹 𝑠 ൌ ℒ 𝑓 𝑡 ൌ න 𝑓 𝑡 𝑒ି௦௧𝑑𝑡
ஶ

଴
ൌ න 𝑒ି௦௧𝑑𝑡

்

଴
ൌ

𝑒ି௦௧

െ𝑠 ଴

்

ൌ
1 െ 𝑒ି்௦

𝑠

𝐺 𝑠 ൌ ℒ 𝑔 𝑡 ൌ න 𝑔 𝑡 𝑒ି௦௧𝑑𝑡
ஶ

଴
ൌ න 𝑒ି௔௧𝑒ି௦௧𝑑𝑡

ஶ

଴
ൌ

𝑒ି ௦ା௔ ௧

െ 𝑠 ൅ 𝑎 ଴

ஶ

ൌ
1

𝑠 ൅ 𝑎

であるから

ℒ 𝑓 𝑡 ∗ 𝑔ሺ𝑡ሻ ൌ 𝐹 𝑠 · 𝐺 𝑠 ൌ
1

𝑠 ൅ 𝑎
1 െ 𝑒ି்௦

𝑠 ൌ
1 െ 𝑒ି்௦

𝑎
1
𝑠 െ

1
𝑠 ൅ 𝑎

ラプラス変換による畳み込みの計算

𝑡
0 𝑇

𝑓 𝑡
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畳み込みのラプラス変換は

ℒ 𝑓 𝑡 ∗ 𝑔ሺ𝑡ሻ ൌ
1 െ 𝑒ି்௦

𝑎
1
𝑠 െ

1
𝑠 ൅ 𝑎 ൌ

1
𝑎

1
𝑠 െ

1
𝑠 ൅ 𝑎 െ

𝑒ି்௦

𝑎
1
𝑠 െ

1
𝑠 ൅ 𝑎

であり、𝑒ି்௦ を含む第2項は第1項を時間 𝑇 シフトしたものである。

0 ൑ 𝑡 ൑ 𝑇 のとき、第2項の逆ラプラス変換は0だから

𝑓 ∗ 𝑔 ൌ ℒିଵ 1
𝑎

1
𝑠 െ

1
𝑠 ൅ 𝑎 ൌ

1 െ 𝑒ି௔௧

𝑎
𝑡 ൐ 𝑇 のとき、第2項は第1項を時間 𝑇 シフトしたものだから

𝑓 ∗ 𝑔 ൌ
1 െ 𝑒ି௔௧

𝑎 െ
1 െ 𝑒ି௔ ௧ି்

𝑎 ൌ
𝑒ି௔ ௧ି் െ 𝑒ି௔௧

𝑎 ൌ 𝑒ି௔௧ 𝑒௔் െ 1
𝑎

これは、畳み込みを直接計算した結果と一致している。

ラプラス変換による畳み込みの計算
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𝑓 𝑡 ൌ ቊ1 0 ൑ 𝑡 ൑ 𝑇
0 𝑡 ൐ 𝑇          

𝑔 𝑡 ൌ 𝑒ି௔௧

の畳み込みは

𝐹 𝑡 ൌ 𝑓 ∗ 𝑔 ൌ

1 െ 𝑒ି௔௧

𝑎 0 ൑ 𝑡 ൑ 𝑇

𝑒ି௔௧ 𝑒௔் െ 1
𝑎 𝑡 ൐ 𝑇

である。𝑡 ൌ 0 における 𝐹 𝑡 の接線は 𝐹 𝑡 ൌ 𝑡 であり 𝑡 に比例して増加するが、
その後、𝑡 ൑ 𝑇 において 𝐹 𝑡 は指数関数的に飽和して 𝑇 が十分に大きければ
𝐹 𝑡 ൌ 1 𝑎⁄ に漸近する。 𝑡 ൌ 𝑇 において 𝐹 𝑡 は連続で 𝐹 𝑇 ൌ 1 െ 𝑒ି௔் 𝑎⁄ で
あり、その後、指数関数的に減衰して 𝐹 𝑡 ൌ 0 に漸近する。

畳み込みの計算

𝑡

𝑓
𝑡

,𝐹
ሺ𝑡

ሻ

𝐹ሺ𝑡ሻ

𝑓ሺ𝑡ሻ 𝑎 ൌ 1.25
𝑇 ൌ 5


