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自然放出を考慮したレーザーの静特性 

 

1. レート方程式 

レーザーは、光共振器内に反転分布をもつ活性媒質をおくことで、誘導放出と共振によっ

て光を増幅し、パワー密度が高くコヒーレントな（位相が揃った）光を出力するデバイスで

ある。半導体レーザーは、活性媒質に半導体を用いたもので、電流注入によって電子（キャ

リア）を励起して反転分布を形成する。 

レーザーの特性は、光（フォトン）と電子（キャリア）の相互作用によって記述される。

レーザー発振に寄与するフォトン数とキャリア数の時間的な変動は、次の過程で決まる。 

(1) 注入電流 𝐼 により、キャリアが増加する。 

(2) 誘導放出が単位時間あたり頻度 𝐺 で起こり、キャリアが消滅してフォトンが発生する。 

(3) 端面からの発光と導波損失により、寿命 𝜏௣ でフォトンが消滅する。 

(4) 自然放出により、寿命 𝜏௦ でキャリアが消滅する。その際に発生したフォトンの一部（割

合 𝐶）が、発振モードに混入する。 

したがって、キャリア密度を 𝑁、フォトン密度を 𝑈 とすると、それぞれの時間変化は 

  
𝑑𝑁
𝑑𝑡

ൌ
𝐼

𝑒𝑉
െ 𝐺ሺ𝑁 െ 𝑁଴ሻ𝑈 െ

𝑁
𝜏௦

 

  
𝑑𝑈
𝑑𝑡

ൌ െ
𝑈
𝜏௣

൅ 𝐺ሺ𝑁 െ 𝑁଴ሻ𝑈 ൅ 𝐶
𝑁
𝜏௦

 

と表され、これをレート方程式という。ここで、 

𝑁଴：透明キャリア密度（利得と損失がつり合うキャリア密度） 

𝑒：キャリアの電荷 

𝑉：活性層の体積 

である。レート方程式は、誘導放出に起因する 𝐺ሺ𝑁 െ 𝑁଴ሻ𝑈 の項を含んでおり、𝑁 と 𝑈 に

関して非線形な方程式である。 

 

2. 自然放出が無視できる場合 

まず、簡単のため、𝐶 ൌ 0 の場合を考える。定常状態におけるレート方程式は 

  
𝑑𝑁
𝑑𝑡

ൌ 0 ൌ
𝐼

𝑒𝑉
െ 𝐺ሺ𝑁 െ 𝑁଴ሻ𝑈 െ

𝑁
𝜏௦

 

  
𝑑𝑈
𝑑𝑡

ൌ 0 ൌ െ
𝑈
𝜏௣

൅ 𝐺ሺ𝑁 െ 𝑁଴ሻ𝑈 ൌ െ ൭
1
𝜏௣

െ 𝐺ሺ𝑁 െ 𝑁଴ሻ൱ 𝑈 

となるから、第 2 式より 

  𝑈 ൌ 0 

または 
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  𝑁 ൌ 𝑁଴ ൅
1

𝐺𝜏௣
 

である。 

(i) 𝑈 ൌ 0 のとき、第 1 式より 

  𝑁 ൌ
𝜏௦

𝑒𝑉
𝐼 

となる。これは、キャリア密度 𝑁 は注入電流 𝐼 に比例して増加するが、レーザー発振には

至らずフォトン密度 𝑈 ൌ 0 であることを表す。 

(ii) 一方、 

  𝑁 ൌ 𝑁଴ ൅
1

𝐺𝜏௣
ൌ 𝑁௧௛ 

のときは、第 1 式より 

  𝑈 ൌ 𝜏௣ ൬
𝐼

𝑒𝑉
െ

𝑁௧௛

𝜏௦
൰ ൌ

𝜏௣

𝑒𝑉
൬𝐼 െ 𝑒𝑉

𝑁௧௛

𝜏௦
൰ ൌ

𝜏௣

𝑒𝑉
ሺ𝐼 െ 𝐼௧௛ሻ ൌ

𝜏௣

𝜏௦
𝑁௧௛

𝐼 െ 𝐼௧௛

𝐼௧௛
 

となる。これは、フォトン密度 𝑈 は注入電流 𝐼 に対して線形に増大するが、キャリア密度 

𝑁 は 𝐼 によらず一定値 𝑁 ൌ 𝑁௧௛ となることを示す。この 𝑁௧௛ を閾値キャリア密度といい、 

  𝐼௧௛ ൌ 𝑒𝑉
𝑁௧௛

𝜏௦
 

を閾値電流という。 

(i)で得られた 𝑁 は 𝐼 ൌ 𝐼௧௛ で 𝑁 ൌ 𝑁௧௛ となり、(ii)で得られた 𝑈 は 𝐼 ൌ 𝐼௧௛ で 𝑈 ൌ 0 

となるから、𝐶 ൌ 0 の場合のレート方程式の定常解は 

  𝑁 ൌ ቐ
 𝑁௧௛

𝐼
𝐼௧௛

,  ሺ𝐼 ൏ 𝐼௧௛ሻ

 𝑁௧௛,     ሺ𝐼 ൐ 𝐼௧௛ሻ
 

  𝑈 ൌ ቐ
 0,      ሺ𝐼 ൏ 𝐼௧௛ሻ

 
𝜏௣

𝑒𝑉
ሺ𝐼 െ 𝐼௧௛ሻ,  ሺ𝐼 ൐ 𝐼௧௛ሻ

 

となる。 

 

3. 自然放出を考慮した場合 

続いて、𝐶 ് 0 の場合を考える。定常状態におけるレート方程式は 

  
𝑑𝑁
𝑑𝑡

ൌ 0 ൌ
𝐼

𝑒𝑉
െ 𝐺ሺ𝑁 െ 𝑁଴ሻ𝑈 െ

𝑁
𝜏௦

 

  
𝑑𝑈
𝑑𝑡

ൌ 0 ൌ െ
𝑈
𝜏௣

൅ 𝐺ሺ𝑁 െ 𝑁଴ሻ𝑈 ൅ 𝐶
𝑁
𝜏௦

 

となる。 
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(i) キャリア密度 

定常状態におけるレート方程式の第 2 式より得られる 

  𝑈 ൌ

𝐶
𝜏௦

𝑁

1
𝜏௣

െ 𝐺ሺ𝑁 െ 𝑁଴ሻ
ൌ

𝐶
𝜏௦

𝑁

1
𝐺𝜏௣

െ 𝑁 ൅ 𝑁଴

ൌ
𝐶
𝜏௦

𝑁
𝐺ሺ𝑁௧௛ െ 𝑁ሻ

 

を第 1 式に代入すると 

  0 ൌ
𝐼

𝑒𝑉
െ 𝐺ሺ𝑁 െ 𝑁଴ሻ

𝐶
𝜏௦

𝑁
𝐺ሺ𝑁௧௛ െ 𝑁ሻ

െ
𝑁
𝜏௦

 

より 

  0 ൌ
𝐼

𝑒𝑉
ሺ𝑁௧௛ െ 𝑁ሻ െ

𝐶
𝜏௦

ሺ𝑁 െ 𝑁଴ሻ𝑁 െ
1
𝜏௦

𝑁ሺ𝑁௧௛ െ 𝑁ሻ 

となる。ここで 

  𝐼௧௛ ൌ 𝑒𝑉
𝑁௧௛

𝜏௦
 

より 

  
𝐼

𝑒𝑉
ൌ 𝐼

𝑁௧௛

𝜏௦𝐼௧௛
ൌ

𝐼
𝐼௧௛

𝑁௧௛

𝜏௦
 

であるから 

  0 ൌ
𝐼

𝐼௧௛

𝑁௧௛

𝜏௦
ሺ𝑁௧௛ െ 𝑁ሻ െ

𝐶
𝜏௦

ሺ𝑁 െ 𝑁଴ሻ𝑁 െ
1
𝜏௦

𝑁ሺ𝑁௧௛ െ 𝑁ሻ 

  0 ൌ
𝐼

𝐼௧௛
𝑁௧௛ሺ𝑁௧௛ െ 𝑁ሻ െ 𝐶ሺ𝑁 െ 𝑁଴ሻ𝑁 െ 𝑁ሺ𝑁௧௛ െ 𝑁ሻ 

     ൌ
𝐼

𝐼௧௛
𝑁௧௛

ଶ െ
𝐼

𝐼௧௛
𝑁௧௛𝑁 െ 𝐶𝑁ଶ ൅ 𝐶𝑁଴𝑁 െ 𝑁௧௛𝑁 ൅ 𝑁ଶ 

     ൌ ሺ1 െ 𝐶ሻ𝑁ଶ െ ൬
𝐼

𝐼௧௛
𝑁௧௛ ൅ 𝑁௧௛ െ 𝐶𝑁଴൰ 𝑁 ൅

𝐼
𝐼௧௛

𝑁௧௛
ଶ 

  ∴ ሺ1 െ 𝐶ሻ ൬
𝑁

𝑁௧௛
൰

ଶ

െ ൬
𝐼

𝐼௧௛
൅ 1 െ 𝐶

𝑁଴

𝑁௧௛
൰

𝑁
𝑁௧௛

൅
𝐼

𝐼௧௛
ൌ 0 

これを解くと 

  
𝑁

𝑁௧௛
ൌ

1
2ሺ1 െ 𝐶ሻ

ቌ
𝐼

𝐼௧௛
൅ 1 െ 𝐶

𝑁଴

𝑁௧௛
േ ඨ൬

𝐼
𝐼௧௛

൅ 1 െ 𝐶
𝑁଴

𝑁௧௛
൰

ଶ

െ 4ሺ1 െ 𝐶ሻ
𝐼

𝐼௧௛
ቍ 

 ∴ 𝑁 ൌ
𝑁௧௛

2ሺ1 െ 𝐶ሻ
ቌ

𝐼
𝐼௧௛

൅ 1 െ 𝐶
𝑁଴

𝑁௧௛
േ ඨ൬

𝐼
𝐼௧௛

൅ 1 െ 𝐶
𝑁଴

𝑁௧௛
൰

ଶ

െ 4ሺ1 െ 𝐶ሻ
𝐼

𝐼௧௛
ቍ 

となり、𝐼 ൌ 0 のとき 𝑁 ൌ 0 となる負号の解をとると 
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  𝑁 ൌ
𝑁௧௛

2ሺ1 െ 𝐶ሻ
ቌ

𝐼
𝐼௧௛

൅ 1 െ 𝐶
𝑁଴

𝑁௧௛
െ ඨ൬

𝐼
𝐼௧௛

൅ 1 െ 𝐶
𝑁଴

𝑁௧௛
൰

ଶ

െ 4ሺ1 െ 𝐶ሻ
𝐼

𝐼௧௛
ቍ 

     ൌ
𝑁௧௛

2ሺ1 െ 𝐶ሻ
ቌ

𝐼
𝐼௧௛

൅ 1 െ 𝐶
𝑁଴

𝑁௧௛
െ ඨ൬

𝐼
𝐼௧௛

൰
ଶ

൅ 2 ൭1 െ 𝐶
𝑁଴

𝑁௧௛
െ 2ሺ1 െ 𝐶ሻ൱

𝐼
𝐼௧௛

൅ ൬1 െ 𝐶
𝑁଴

𝑁௧௛
൰

ଶ

ቍ 

     ൌ
𝑁௧௛

2ሺ1 െ 𝐶ሻ
ቌ

𝐼
𝐼௧௛

൅ 1 െ 𝐶
𝑁଴

𝑁௧௛
െ ඨ൬

𝐼
𝐼௧௛

൰
ଶ

െ 2 ൭1 െ 𝐶 ൬2 െ
𝑁଴

𝑁௧௛
൰൱

𝐼
𝐼௧௛

൅ ൬1 െ 𝐶
𝑁଴

𝑁௧௛
൰

ଶ

ቍ 

を得る。 

これより、𝐼 ≪ 𝐼௧௛ のときは 

  𝑁 ≅
𝑁௧௛

2ሺ1 െ 𝐶ሻ
ቌ

𝐼
𝐼௧௛

൅ 1 െ 𝐶
𝑁଴

𝑁௧௛
െ ൬1 െ 𝐶

𝑁଴

𝑁௧௛
൰ ඨ1 െ 2

1 െ 𝐶ሺ2 െ 𝑁଴ 𝑁௧௛⁄ ሻ
ሺ1 െ 𝐶 𝑁଴ 𝑁௧௛⁄ ሻଶ

𝐼
𝐼௧௛

ቍ 

     ≅
𝑁௧௛

2ሺ1 െ 𝐶ሻ
൭

𝐼
𝐼௧௛

൅ 1 െ 𝐶
𝑁଴

𝑁௧௛
െ ൬1 െ 𝐶

𝑁଴

𝑁௧௛
൰ ቆ1 െ

1 െ 𝐶ሺ2 െ 𝑁଴ 𝑁௧௛⁄ ሻ
ሺ1 െ 𝐶 𝑁଴ 𝑁௧௛⁄ ሻଶ

𝐼
𝐼௧௛

ቇ൱ 

     ൌ
𝑁௧௛

2ሺ1 െ 𝐶ሻ
ቆ

𝐼
𝐼௧௛

൅
1 െ 𝐶ሺ2 െ 𝑁଴ 𝑁௧௛⁄ ሻ

1 െ 𝐶 𝑁଴ 𝑁௧௛⁄
𝐼

𝐼௧௛
ቇ 

     ൌ
𝑁௧௛

2ሺ1 െ 𝐶ሻ

1 െ 𝐶
𝑁଴
𝑁௧௛

൅ 1 െ 𝐶 ቀ2 െ
𝑁଴
𝑁௧௛

ቁ

1 െ 𝐶
𝑁଴
𝑁௧௛

𝐼
𝐼௧௛

ൌ
𝑁௧௛

2ሺ1 െ 𝐶ሻ
2 െ 2𝐶

1 െ 𝐶 𝑁଴ 𝑁௧௛⁄
𝐼

𝐼௧௛
 

     ൌ
𝑁௧௛

1 െ 𝐶 𝑁଴ 𝑁௧௛⁄
𝐼

𝐼௧௛
ൌ

𝑁௧௛
ଶ

𝑁௧௛ െ 𝐶𝑁଴

𝐼
𝐼௧௛

 

となる。一方、𝐼 ≫ 𝐼௧௛ のときは 

  𝑁 ≅
𝑁௧௛

2ሺ1 െ 𝐶ሻ
ቌ

𝐼
𝐼௧௛

൅ 1 െ 𝐶
𝑁଴

𝑁௧௛
െ

𝐼
𝐼௧௛

ඨ1 െ 2
1 െ 𝐶ሺ2 െ 𝑁଴ 𝑁௧௛⁄ ሻ

𝐼 𝐼௧௛⁄
ቍ 

     ≅
𝑁௧௛

2ሺ1 െ 𝐶ሻ
൭

𝐼
𝐼௧௛

൅ 1 െ 𝐶
𝑁଴

𝑁௧௛
െ

𝐼
𝐼௧௛

ቆ1 െ
1 െ 𝐶ሺ2 െ 𝑁଴ 𝑁௧௛⁄ ሻ

𝐼 𝐼௧௛⁄
ቇ൱ 

     ൌ
𝑁௧௛

2ሺ1 െ 𝐶ሻ
൭1 െ 𝐶

𝑁଴

𝑁௧௛
൅ 1 െ 𝐶 ൬2 െ

𝑁଴

𝑁௧௛
൰൱ 

     ൌ
𝑁௧௛

2ሺ1 െ 𝐶ሻ
ሺ2 െ 2𝐶ሻ ൌ 𝑁௧௛ 

となる。すなわち、𝐶 ് 0 の場合は、𝐼 ≪ 𝐼௧௛ における定常状態のキャリア密度が 𝐶 ൌ 0 の

場合に比べて 𝑁௧௛ ሺ𝑁௧௛ െ 𝐶𝑁଴ሻ⁄  倍になるが、𝐼 ≫ 𝐼௧௛ では 𝐶 ൌ 0 の場合と同様 𝑁 ൌ 𝑁௧௛ に

漸近する。また、𝐼 ൌ 𝐼௧௛ においては 



鹿児島大学 理工学研究科 渡邉研究室 

5 
 

  𝑁 ൌ
𝑁௧௛

2ሺ1 െ 𝐶ሻ
ቌ1 ൅ 1 െ 𝐶

𝑁଴

𝑁௧௛
െ ඨ1 െ 2 ൭1 െ 𝐶 ൬2 െ

𝑁଴

𝑁௧௛
൰൱ ൅ ൬1 െ 𝐶

𝑁଴

𝑁௧௛
൰

ଶ

ቍ 

     ൌ
𝑁௧௛

2ሺ1 െ 𝐶ሻ
ቌ2 െ 𝐶

𝑁଴

𝑁௧௛
െ ඨെ1 ൅ 2𝐶 ൬2 െ

𝑁଴

𝑁௧௛
൰ ൅ 1 െ 2𝐶

𝑁଴

𝑁௧௛
൅ 𝐶ଶ ൬

𝑁଴

𝑁௧௛
൰

ଶ

ቍ 

     ൌ
𝑁௧௛

2ሺ1 െ 𝐶ሻ
ቌ2 െ 𝐶

𝑁଴

𝑁௧௛
െ ඨ4𝐶 െ 4𝐶

𝑁଴

𝑁௧௛
൅ 𝐶ଶ ൬

𝑁଴

𝑁௧௛
൰

ଶ

ቍ 

     ൌ
𝑁௧௛

2ሺ1 െ 𝐶ሻ
ቌ2 െ 𝐶

𝑁଴

𝑁௧௛
െ ඨ4𝐶 െ 4 ൅ 4 െ 4𝐶

𝑁଴

𝑁௧௛
൅ 𝐶ଶ ൬

𝑁଴

𝑁௧௛
൰

ଶ

ቍ 

     ൌ
𝑁௧௛

2ሺ1 െ 𝐶ሻ
ቌ2 െ 𝐶

𝑁଴

𝑁௧௛
െ ඨ൬2 െ 𝐶

𝑁଴

𝑁௧௛
൰

ଶ

െ 4ሺ1 െ 𝐶ሻቍ 

となる。 

 

(ii) フォトン密度 

定常状態のレート方程式の第 2 式より得られる 

  𝑁 ൌ
𝐺 ൬𝑁଴ ൅

1
𝐺𝜏௣

൰ 𝑈

𝐺𝑈 ൅
𝐶
𝜏௦

ൌ
𝑁௧௛𝑈

𝑈 ൅
𝐶

𝐺𝜏௦

 

を第 1 式に代入すると 

  0 ൌ
𝐼

𝑒𝑉
െ

1
𝜏௦

𝑁௧௛𝑈

𝑈 ൅
𝐶

𝐺𝜏௦

െ 𝐺 ൮
𝑁௧௛𝑈

𝑈 ൅
𝐶

𝐺𝜏௦

െ 𝑁଴൲ 𝑈 

より 

  0 ൌ
𝐼

𝑒𝑉
൬𝑈 ൅

𝐶
𝐺𝜏௦

൰ െ
𝑁௧௛

𝜏௦
𝑈 െ 𝐺 ൭𝑁௧௛𝑈 െ 𝑁଴ ൬𝑈 ൅

𝐶
𝐺𝜏௦

൰൱ 𝑈 

    ൌ
𝐼

𝑒𝑉
𝑈 ൅

𝐶
𝐺𝜏௦

𝐼
𝑒𝑉

െ
𝑁௧௛

𝜏௦
𝑈 െ 𝐺ሺ𝑁௧௛ െ 𝑁଴ሻ𝑈ଶ ൅

𝐶𝑁଴

𝜏௦
𝑈 

    ൌ
𝐶

𝐺𝜏௦

𝐼
𝑒𝑉

൅ ൬
𝐼

𝑒𝑉
െ

𝑁௧௛ െ 𝐶𝑁଴

𝜏௦
൰ 𝑈 െ

1
𝜏௣

𝑈ଶ 

となる。ここで 

  𝐼௧௛ ൌ 𝑒𝑉
𝑁௧௛

𝜏௦
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より 

  
1
𝜏௦

ൌ
𝐼௧௛

𝑁௧௛𝑒𝑉
 

であるから 

  0 ൌ
𝐶
𝐺

𝐼௧௛

𝑁௧௛𝑒𝑉
𝐼

𝑒𝑉
൅ ൭

𝐼
𝑒𝑉

െ
𝐼௧௛

𝑁௧௛𝑒𝑉
ሺ𝑁௧௛ െ 𝐶𝑁଴ሻ൱ 𝑈 െ

1
𝜏௣

𝑈ଶ 

    ൌ
𝐶

𝐺𝑁௧௛
൬

𝐼௧௛

𝑒𝑉
൰

ଶ 𝐼
𝐼௧௛

൅
𝐼௧௛

𝑒𝑉
൬

𝐼
𝐼௧௛

െ 1 ൅ 𝐶
𝑁଴

𝑁௧௛
൰ 𝑈 െ

1
𝜏௣

𝑈ଶ 

  ∴
1
𝜏௣

𝑈ଶ െ
𝐼௧௛

𝑒𝑉
൬

𝐼
𝐼௧௛

െ 1 ൅ 𝐶
𝑁଴

𝑁௧௛
൰ 𝑈 െ

𝐶
𝐺𝑁௧௛

൬
𝐼௧௛

𝑒𝑉
൰

ଶ 𝐼
𝐼௧௛

ൌ 0 

となる。これを解くと 

  𝑈 ൌ
𝜏௣

2
ቌ

𝐼௧௛

𝑒𝑉
൬

𝐼
𝐼௧௛

െ 1 ൅ 𝐶
𝑁଴

𝑁௧௛
൰ േ ඨ൬

𝐼௧௛

𝑒𝑉
൰

ଶ

൬
𝐼

𝐼௧௛
െ 1 ൅ 𝐶

𝑁଴

𝑁௧௛
൰

ଶ

൅
4𝐶

𝐺𝜏௣𝑁௧௛
൬

𝐼௧௛

𝑒𝑉
൰

ଶ 𝐼
𝐼௧௛

ቍ 

     ൌ
𝜏௣𝐼௧௛

2𝑒𝑉
ቌ

𝐼
𝐼௧௛

െ 1 ൅ 𝐶
𝑁଴

𝑁௧௛
േ ඨ൬

𝐼
𝐼௧௛

െ 1 ൅ 𝐶
𝑁଴

𝑁௧௛
൰

ଶ

൅
4𝐶

𝑁௧௛𝐺𝜏௣

𝐼
𝐼௧௛

ቍ 

となり、𝐼 ൌ 0 のとき 𝑈 ൌ 0 となる正号の解をとると 

  𝑈 ൌ
𝜏௣𝐼௧௛

2𝑒𝑉
ቌ

𝐼
𝐼௧௛

െ 1 ൅ 𝐶
𝑁଴

𝑁௧௛
൅ ඨ൬

𝐼
𝐼௧௛

െ 1 ൅ 𝐶
𝑁଴

𝑁௧௛
൰

ଶ

൅
4𝐶

𝑁௧௛𝐺𝜏௣

𝐼
𝐼௧௛

ቍ 

     ൌ
𝜏௣𝐼௧௛

2𝑒𝑉
ቌ

𝐼
𝐼௧௛

െ 1 ൅ 𝐶
𝑁଴

𝑁௧௛
൅ ඨ൬

𝐼
𝐼௧௛

൰
ଶ

െ 2 ൬1 െ 𝐶
𝑁଴

𝑁௧௛
൰

𝐼
𝐼௧௛

൅ ൬1 െ 𝐶
𝑁଴

𝑁௧௛
൰

ଶ

൅
4𝐶

𝑁௧௛𝐺𝜏௣

𝐼
𝐼௧௛

ቍ 

     ൌ
𝜏௣𝐼௧௛

2𝑒𝑉
ቌ

𝐼
𝐼௧௛

െ 1 ൅ 𝐶
𝑁଴

𝑁௧௛
൅ ඨ൬

𝐼
𝐼௧௛

൰
ଶ

െ 2 ቆ1 െ 𝐶
𝑁଴

𝑁௧௛
െ

2𝐶
𝑁௧௛𝐺𝜏௣

ቇ
𝐼

𝐼௧௛
൅ ൬1 െ 𝐶

𝑁଴

𝑁௧௛
൰

ଶ

ቍ 

     ൌ
𝜏௣𝐼௧௛

2𝑒𝑉
ቌ

𝐼
𝐼௧௛

െ 1 ൅ 𝐶
𝑁଴

𝑁௧௛
൅ ඨ൬

𝐼
𝐼௧௛

൰
ଶ

െ 2 ൭1 െ
𝐶

𝑁௧௛
ቆ𝑁଴ ൅

2
𝐺𝜏௣

ቇ൱
𝐼

𝐼௧௛
൅ ൬1 െ 𝐶

𝑁଴

𝑁௧௛
൰

ଶ

ቍ 

     ൌ
𝜏௣𝐼௧௛

2𝑒𝑉
ቌ

𝐼
𝐼௧௛

െ 1 ൅ 𝐶
𝑁଴

𝑁௧௛
൅ ඨ൬

𝐼
𝐼௧௛

൰
ଶ

െ 2 ൭1 െ
𝐶

𝑁௧௛
ሺ2𝑁௧௛ െ 𝑁଴ሻ൱

𝐼
𝐼௧௛

൅ ൬1 െ 𝐶
𝑁଴

𝑁௧௛
൰

ଶ

ቍ 

     ൌ
𝜏௣𝐼௧௛

2𝑒𝑉
ቌ

𝐼
𝐼௧௛

െ 1 ൅ 𝐶
𝑁଴

𝑁௧௛
൅ ඨ൬

𝐼
𝐼௧௛

൰
ଶ

െ 2 ൭1 െ 𝐶 ൬2 െ
𝑁଴

𝑁௧௛
൰൱

𝐼
𝐼௧௛

൅ ൬1 െ 𝐶
𝑁଴

𝑁௧௛
൰

ଶ

ቍ 
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を得る。 

これより、𝐼 ≪ 𝐼௧௛ のときは 

  𝑈 ≅
𝐼௧௛𝜏௣

2𝑒𝑉
ቌ

𝐼
𝐼௧௛

െ 1 ൅ 𝐶
𝑁଴

𝑁௧௛
൅ ൬1 െ 𝐶

𝑁଴

𝑁௧௛
൰ ඨ1 െ 2

1 െ 2𝐶 ൅ 𝐶 𝑁଴ 𝑁௧௛⁄
ሺ1 െ 𝐶 𝑁଴ 𝑁௧௛⁄ ሻଶ

𝐼
𝐼௧௛

ቍ 

     ≅
𝐼௧௛𝜏௣

2𝑒𝑉
൭

𝐼
𝐼௧௛

െ 1 ൅ 𝐶
𝑁଴

𝑁௧௛
൅ ൬1 െ 𝐶

𝑁଴

𝑁௧௛
൰ ቆ1 െ

1 െ 2𝐶 ൅ 𝐶 𝑁଴ 𝑁௧௛⁄
ሺ1 െ 𝐶 𝑁଴ 𝑁௧௛⁄ ሻଶ

𝐼
𝐼௧௛

ቇ൱ 

     ൌ
𝜏௣𝐼௧௛

2𝑒𝑉
ቆ

𝐼
𝐼௧௛

െ
1 െ 2𝐶 ൅ 𝐶 𝑁଴ 𝑁௧௛⁄

1 െ 𝐶 𝑁଴ 𝑁௧௛⁄
𝐼

𝐼௧௛
ቇ 

     ൌ
𝜏௣𝐼௧௛

2𝑒𝑉

1 െ 𝐶
𝑁଴
𝑁௧௛

െ ቀ1 െ 2𝐶 ൅ 𝐶
𝑁଴
𝑁௧௛

ቁ

1 െ 𝐶
𝑁଴
𝑁௧௛

𝐼
𝐼௧௛

ൌ
𝜏௣𝐼௧௛

2𝑒𝑉

2𝐶 െ 2𝐶
𝑁଴
𝑁௧௛

1 െ 𝐶
𝑁଴
𝑁௧௛

𝐼
𝐼௧௛

 

     ൌ
𝜏௣𝐼௧௛𝐶

𝑒𝑉

1 െ
𝑁଴
𝑁௧௛

1 െ 𝐶
𝑁଴
𝑁௧௛

𝐼
𝐼௧௛

ൌ 𝐶
𝑁௧௛ െ 𝑁଴

𝑁௧௛ െ 𝐶𝑁଴

𝜏௣

𝑒𝑉
𝐼 

     ൌ 𝐶

1
𝐺𝜏௣

𝑁௧௛ െ 𝐶𝑁଴

𝜏௣

𝑒𝑉
𝐼 ൌ

𝐶
𝐺ሺ𝑁௧௛ െ 𝐶𝑁଴ሻ

𝐼
𝑒𝑉

 

となる。すなわち、𝐶 ് 0 の場合は、𝐼 ൏ 𝐼௧௛ でも 𝑈 ൌ 0 ではなく、𝐼 に比例してわずかに

増加する。 

一方、𝐼 ≫ 𝐼௧௛ のときは 

  𝑈 ≅
𝜏௣𝐼௧௛

2𝑒𝑉
ቌ

𝐼
𝐼௧௛

െ 1 ൅ 𝐶
𝑁଴

𝑁௧௛
൅

𝐼
𝐼௧௛

ඨ1 െ 2
1 െ 2𝐶 ൅ 𝐶 𝑁଴ 𝑁௧௛⁄

𝐼 𝐼௧௛⁄
ቍ 

     ≅
𝜏௣𝐼௧௛

2𝑒𝑉
൭

𝐼
𝐼௧௛

െ 1 ൅ 𝐶
𝑁଴

𝑁௧௛
൅

𝐼
𝐼௧௛

ቆ1 െ
1 െ 2𝐶 ൅ 𝐶 𝑁଴ 𝑁௧௛⁄

𝐼 𝐼௧௛⁄
ቇ൱ 

     ൌ
𝜏௣𝐼௧௛

2𝑒𝑉
൭

2𝐼
𝐼௧௛

െ 1 ൅ 𝐶
𝑁଴

𝑁௧௛
െ ൬1 െ 2𝐶 ൅ 𝐶

𝑁଴

𝑁௧௛
൰൱ ൌ

𝜏௣𝐼௧௛

2𝑒𝑉
൬

2𝐼
𝐼௧௛

െ 2 ൅ 2𝐶൰ 

     ൌ
𝜏௣𝐼௧௛

2𝑒𝑉
൭

𝐼
𝐼௧௛

െ ሺ1 െ 𝐶ሻ൱ 

     ൌ
𝜏௣

𝑒𝑉
ሺ𝐼 െ ሺ1 െ 𝐶ሻ𝐼௧௛ሻ 

となる。すなわち、𝐼 ≫ 𝐼௧௛ における 𝑈 と 𝐼 の線形関係の傾き 𝑑𝑈 𝑑𝐼⁄  は 𝐶 によらず同じ

であるが、その直線が 𝑈 ൌ 0 と交わるときの注入電流の値を実効閾値電流 𝐼መ௧௛ と定義して 

  𝑈 ൌ
𝜏௣

𝑒𝑉
൫𝐼 െ 𝐼መ௧௛൯ 
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と表すと 

  𝐼መ௧௛ ൌ ሺ1 െ 𝐶ሻ𝐼௧௛ 

となり、𝐼መ௧௛ は 𝐶 が大きくなるほど減少する。 

また、𝐼 ൌ 𝐼௧௛ においては 

  𝑈 ൌ
𝐼௧௛𝜏௣

2𝑒𝑉
ቌ1 െ 1 ൅ 𝐶

𝑁଴

𝑁௧௛
൅ ඨ1 െ 2 ൬1 െ 2𝐶 ൅ 𝐶

𝑁଴

𝑁௧௛
൰ ൅ ൬1 െ 𝐶

𝑁଴

𝑁௧௛
൰

ଶ

ቍ 

     ൌ
𝐼௧௛𝜏௣

2𝑒𝑉
ቌ𝐶

𝑁଴

𝑁௧௛
൅ ඨെ1 ൅ 4𝐶 െ 2𝐶

𝑁଴

𝑁௧௛
൅ 1 െ 2𝐶

𝑁଴

𝑁௧௛
൅ 𝐶ଶ ൬

𝑁଴

𝑁௧௛
൰

ଶ

ቍ 

     ൌ
𝐼௧௛𝜏௣

2𝑒𝑉
ቌ𝐶

𝑁଴

𝑁௧௛
൅ ඨ4𝐶 ൬1 െ

𝑁଴

𝑁௧௛
൰ ൅ 𝐶ଶ ൬

𝑁଴

𝑁௧௛
൰

ଶ

ቍ 

     ൌ
𝐼௧௛𝜏௣

2𝑒𝑉
ቌ𝐶

𝑁଴

𝑁௧௛
൅ ඨ4𝐶 െ 4 ൅ 4 െ 4𝐶

𝑁଴

𝑁௧௛
൅ 𝐶ଶ ൬

𝑁଴

𝑁௧௛
൰

ଶ

ቍ 

     ൌ
𝐼௧௛𝜏௣

2𝑒𝑉
ቌ𝐶

𝑁଴

𝑁௧௛
൅ ඨ൬2 െ 𝐶

𝑁଴

𝑁௧௛
൰

ଶ

െ 4ሺ1 െ 𝐶ሻቍ 

となる。 
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