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原点を中心とする半径 𝑎 の球 𝑥ଶ ൅ 𝑦ଶ ൅ 𝑧ଶ ൌ 𝑎ଶ において、𝑧 軸に垂直な断面は

半径が 𝑅 ൌ 𝑎ଶ െ 𝑧ଶ の円である。その面積 𝑆 を 𝑧 ൌ െ𝑎 から 𝑧 ൌ 𝑎 まで積分すると、

球の体積 𝑉 は

𝑉 ൌ න 𝑆𝑑𝑧 ൌ න π𝑅ଶ𝑑𝑧
௔

ି௔
ൌ න π 𝑎ଶ െ 𝑧ଶ 𝑑𝑧

௔

ି௔

ൌ 2 න π 𝑎ଶ െ 𝑧ଶ 𝑑𝑧
௔

଴

ൌ 2π 𝑎ଶ𝑧 െ
𝑧ଷ

3 ଴

௔

ൌ 2π 𝑎ଷ െ
𝑎ଷ

3

ൌ 2π ·
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3 ൌ
4π
3 𝑎ଷ

となる。

線積分：回転体の体積
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原点を中心とする半径 𝑎 の球 𝑥ଶ ൅ 𝑦ଶ ൅ 𝑧ଶ ൌ 𝑎ଶ において、𝑥𝑦 平面上の位置 𝑥, 𝑦
での高さ ℎ ൌ 2 𝑎ଶ െ 𝑥ଶ െ 𝑦ଶ を 𝑥𝑦 平面上の円 𝑥ଶ ൅ 𝑦ଶ ൌ 𝑎ଶ の内部で面積分する。

𝑥 を先に積分するとき、積分範囲は െ 𝑎ଶ െ 𝑦ଶ ൑ 𝑥 ൑ 𝑎ଶ െ 𝑦ଶ, െ𝑎 ൑ 𝑦 ൑ 𝑎 だから

球の体積 𝑉 は

𝑉 ൌ ඵ ℎ𝑑𝑆 ൌ න න ℎ𝑑𝑥
௫ୀ ௔మି௬మ

௫ୀି ௔మି௬మ
𝑑𝑦

௬ୀ௔

௬ୀି௔

ൌ 2 න න 𝑎ଶ െ 𝑥ଶ െ 𝑦ଶ𝑑𝑥
௫ୀ ௔మି௬మ

௫ୀି ௔మି௬మ
𝑑𝑦

௬ୀ௔

௬ୀି௔

ൌ 2 න 2 න 𝑎ଶ െ 𝑦ଶ െ 𝑥ଶ𝑑𝑥
௔మି௬మ

଴
𝑑𝑦

௔

ି௔

面積分
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ここで、 𝑥 ൌ 𝑎ଶ െ 𝑦ଶ sin 𝜃 とおくと、𝑑𝑥 ൌ 𝑎ଶ െ 𝑦ଶ cos 𝜃 𝑑𝜃 より

2 න 𝑎ଶ െ 𝑦ଶ െ 𝑥ଶ𝑑𝑥
௔మି௬మ

଴

ൌ 2 න 𝑎ଶ െ 𝑦ଶ 1 െ sinଶ 𝜃 · 𝑎ଶ െ 𝑦ଶ cos 𝜃 𝑑𝜃
஠ ଶ⁄

଴

ൌ 2 න 𝑎ଶ െ 𝑦ଶ cosଶ 𝜃 𝑑𝜃
஠ ଶ⁄

଴
ൌ 2 𝑎ଶ െ 𝑦ଶ න cosଶ 𝜃 𝑑𝜃

஠ ଶ⁄

଴

ൌ 2 𝑎ଶ െ 𝑦ଶ න
1 ൅ cos 2𝜃

2 𝑑𝜃
஠ ଶ⁄

଴
ൌ 𝑎ଶ െ 𝑦ଶ න 1 ൅ cos 2𝜃 𝑑𝜃

஠ ଶ⁄

଴

ൌ 𝑎ଶ െ 𝑦ଶ 𝜃 ൅
sin 2𝜃

2 ଴

஠ ଶ⁄

ൌ 𝑎ଶ െ 𝑦ଶ ·
π
2

面積分
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したがって、

𝑉 ൌ න න 2𝑧𝑑𝑥
௫ୀ ௔మି௬మ

௫ୀି ௔మି௬మ
𝑑𝑦

௬ୀ௔

௬ୀି௔
ൌ 2 න න 𝑎ଶ െ 𝑥ଶ െ 𝑦ଶ𝑑𝑥

௫ୀ ௔మି௬మ

௫ୀି ௔మି௬మ
𝑑𝑦

௬ୀ௔

௬ୀି௔

ൌ 2 න 2 න 𝑎ଶ െ 𝑦ଶ െ 𝑥ଶ𝑑𝑥
௔మି௬మ

଴
𝑑𝑦

௔

ି௔

ൌ 2 න 𝑎ଶ െ 𝑦ଶ ·
π
2 𝑑𝑦

௔

ି௔
ൌ න π 𝑎ଶ െ 𝑦ଶ 𝑑𝑦

௔

ି௔
ൌ 2 න π 𝑎ଶ െ 𝑦ଶ 𝑑𝑦

௔

଴

これは前述の線積分と同じであり、

𝑉 ൌ 2π 𝑎ଶ𝑦 െ
𝑦ଷ

3 ଴

௔

ൌ 2π 𝑎ଷ െ
𝑎ଷ

3 ൌ 2π ·
2𝑎ଷ

3 ൌ
4π
3 𝑎ଷ

となる。

面積分
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原点を中心とする半径 𝑎 の球 𝑥ଶ ൅ 𝑦ଶ ൅ 𝑧ଶ ൌ 𝑎ଶ の内部で、微小体積 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 を積分

する。𝑥, 𝑦, 𝑧 の順で積分するとき、積分範囲は െ 𝑎ଶ െ 𝑦ଶ െ 𝑧ଶ ൑ 𝑥 ൑ 𝑎ଶ െ 𝑦ଶ െ 𝑧ଶ,
െ 𝑎ଶ െ 𝑧ଶ ൑ 𝑦 ൑ 𝑎ଶ െ 𝑧ଶ, െ𝑎 ൑ 𝑧 ൑ 𝑎 だから、球の体積 𝑉 は

𝑉 ൌ ම 𝑑𝑉 ൌ න න න 𝑑𝑥
௫ୀ ௔మି௬మି௭మ

௫ୀି ௔మି௬మି௭మ
𝑑𝑦

௬ୀ ௔మି௭మ

௬ୀି ௔మି௭మ
𝑑𝑧

௭ୀ௔

௭ୀି௔

ൌ න න 2 𝑎ଶ െ 𝑦ଶ െ 𝑧ଶ𝑑𝑦
௬ୀ ௔మି௭మ

௬ୀି ௔మି௭మ
𝑑𝑧

௭ୀ௔

௭ୀି௔

これは前述の面積分と同じであり、

𝑉 ൌ
4π
3 𝑎ଷ

となる。

体積分
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𝑥𝑦𝑧 空間内の点の位置 𝑥, 𝑦, 𝑧 を、媒介変数 𝑟, 𝜃, 𝜑 によって

𝑥 ൌ 𝑟 sin 𝜃 cos 𝜑 , 𝑦 ൌ 𝑟 sin 𝜃 sin 𝜑 , 𝑧 ൌ 𝑟 cos 𝜃
と表す。媒介変数 𝑟, 𝜃, 𝜑 が微小変化すると、点の位置ベクトル 𝒓 ൌ 𝑥𝒊 ൅ 𝑦𝒋 ൅ 𝑧𝒌 は

それぞれ 
𝜕𝒓
𝜕𝑟 𝑑𝑟,

𝜕𝒓
𝜕𝜃 𝑑𝜃,

𝜕𝒓
𝜕𝜑 𝑑𝜑 だけ変化するから、それらがつくる微小体積 𝑑𝑉 は、

スカラー三重積を用いて

𝑑𝑉 ൌ
𝜕𝒓
𝜕𝑟 ·

𝜕𝒓
𝜕𝜃 ൈ

𝜕𝒓
𝜕𝜑 𝑑𝑟𝑑𝜃𝑑𝜑 ൌ

𝜕𝑥
𝜕𝑟

𝜕𝑦
𝜕𝑟

𝜕𝑧
𝜕𝑟

𝜕𝑥
𝜕𝜃

𝜕𝑦
𝜕𝜃

𝜕𝑧
𝜕𝜃

𝜕𝑥
𝜕𝜑

𝜕𝑦
𝜕𝜑

𝜕𝑧
𝜕𝜑

𝑑𝑟𝑑𝜃𝑑𝜑

で表される。

体積分：極座標
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𝒓 ൌ 𝑥𝒊 ൅ 𝑦𝒋 ൅ 𝑧𝒌 ൌ 𝑟 sin 𝜃 cos 𝜑 𝒊 ൅ 𝑟 sin 𝜃 sin 𝜑 𝒋 ൅ 𝑟 cos 𝜃 𝒌 に対して

𝜕𝒓
𝜕𝑟 ൌ sin 𝜃 cos 𝜑 𝒊 ൅ sin 𝜃 sin 𝜑 𝒋 ൅ cos 𝜃 𝒌

𝜕𝒓
𝜕𝜃 ൌ 𝑟 cos 𝜃 cos 𝜑 𝒊 ൅ 𝑟 cos 𝜃 sin 𝜑 𝒋 െ 𝑟 sin 𝜃 𝒌

𝜕𝒓
𝜕𝜑 ൌ െ𝑟 sin 𝜃 sin 𝜑 𝒊 ൅ 𝑟 sin 𝜃 cos 𝜑 𝒋

だから

𝜕𝒓
𝜕𝜃 ൈ

𝜕𝒓
𝜕𝜑 ൌ

𝒊 𝒋 𝒌
𝑟 cos 𝜃 cos 𝜑 𝑟 cos 𝜃 sin 𝜑 െ𝑟 sin 𝜃

െ𝑟 sin 𝜃 sin 𝜑 𝑟 sin 𝜃 cos 𝜑 0

  ൌ 𝑟ଶ sinଶ 𝜃 cos 𝜑 𝒊 ൅ 𝑟ଶ sinଶ 𝜃 sin 𝜑 𝒋 ൅ 𝑟ଶ cos 𝜃 sin 𝜃 cosଶ 𝜑 ൅ sinଶ 𝜑 𝒌
  ൌ 𝑟ଶ sinଶ 𝜃 cos 𝜑 𝒊 ൅ 𝑟ଶ sinଶ 𝜃 sin 𝜑 𝒋 ൅ 𝑟ଶ cos 𝜃 sin 𝜃 𝒌

体積分：極座標
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𝒓 ൌ 𝑥𝒊 ൅ 𝑦𝒋 ൅ 𝑧𝒌 ൌ 𝑟 sin 𝜃 cos 𝜑 𝒊 ൅ 𝑟 sin 𝜃 sin 𝜑 𝒋 ൅ 𝑟 cos 𝜃 𝒌 に対して

𝜕𝒓
𝜕𝑟 ·

𝜕𝒓
𝜕𝜃 ൈ

𝜕𝒓
𝜕𝜑 ൌ sin 𝜃 cos 𝜑 𝒊 ൅ sin 𝜃 sin 𝜑 𝒋 ൅ cos 𝜃 𝒌

· 𝑟ଶ sinଶ 𝜃 cos 𝜑 𝒊 ൅ 𝑟ଶ sinଶ 𝜃 sin 𝜑 𝒋 ൅ 𝑟ଶ cos 𝜃 sin 𝜃 𝒌
ൌ 𝑟ଶ sinଷ 𝜃 cosଶ 𝜑 ൅ 𝑟ଶ sinଷ 𝜃 sinଶ 𝜑 ൅ 𝑟ଶ cosଶ 𝜃 sin 𝜃
ൌ 𝑟ଶ sinଷ 𝜃 cosଶ 𝜑 ൅ sinଶ 𝜑 ൅ 𝑟ଶ cosଶ 𝜃 sin 𝜃
ൌ 𝑟ଶ sinଷ 𝜃 ൅ 𝑟ଶ cosଶ 𝜃 sin 𝜃
ൌ 𝑟ଶ sin 𝜃 sinଶ 𝜃 ൅ cosଶ 𝜃
ൌ 𝑟ଶ sin 𝜃

∴ 𝑑𝑉 ൌ
𝜕𝒓
𝜕𝑟 ·

𝜕𝒓
𝜕𝜃 ൈ

𝜕𝒓
𝜕𝜑 𝑑𝑟𝑑𝜃𝑑𝜑 ൌ 𝑟ଶ sin 𝜃 𝑑𝑟𝑑𝜃𝑑𝜑

体積分：極座標
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原点を中心とする半径 𝑎 の球 𝑥ଶ ൅ 𝑦ଶ ൅ 𝑧ଶ ൌ 𝑎ଶ の内部で、微小体積 𝑑𝑉 を積分する

とき、媒介変数 𝑟, 𝜃, 𝜑 の積分範囲は 0 ൑ 𝑟 ൑ 𝑎, 0 ൑ 𝜃 ൑ π, 0 ൑ 𝜑 ൑ 2π だから、球の

体積 𝑉 は

𝑉 ൌ ම 𝑑𝑉 ൌ න න න 𝑟ଶ sin 𝜃 𝑑𝑟
௥ୀ௔

௥ୀ଴
𝑑𝜃

ఏୀ஠

ఏୀ଴
𝑑𝜑

ఝୀଶ஠

ఝୀ଴

ൌ න 𝑑𝜑
ଶ஠

଴
න sin 𝜃 𝑑𝜃

஠

଴
න 𝑟ଶ𝑑𝑟

௔

଴

ൌ 𝜑
଴
ଶ஠ െ cos 𝜃

଴
஠ 𝑟ଷ

3 ଴

௔

ൌ 2π · 1 െ െ1 ·
𝑎ଷ

3 ൌ 2π · 2 ·
𝑎ଷ

3 ൌ
4π
3 𝑎ଷ

となる。

体積分：極座標


