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4 次⽅程式の判別式 
 
実数を係数とする 4 次⽅程式 

  𝑎𝑥ସ ൅ 𝑏𝑥ଷ ൅ 𝑐𝑥ଶ ൅ 𝑑𝑥 ൅ 𝑒 ൌ 0 

の 4 つの解を 𝑥 ൌ 𝛼, 𝛽, 𝛾, 𝛿 とすると、その判別式は 

  𝐷 ൌ 𝑎଺ሺ𝛼 െ 𝛽ሻଶሺ𝛽 െ 𝛾ሻଶሺ𝛾 െ 𝛿ሻଶሺ𝛿 െ 𝛼ሻଶሺ𝛼 െ 𝛾ሻଶሺ𝛽 െ 𝛿ሻଶ 

で定義される。 
 
この⽅程式は、𝑥 ൌ 𝛼, 𝛽, 𝛾, 𝛿 が解であることより 

  𝑎ሺ𝑥 െ 𝛼ሻሺ𝑥 െ  𝛽ሻሺ𝑥 െ 𝛾ሻሺ𝑥 െ 𝛿ሻ ൌ 0 

の形で表せるはずである。左辺を展開すると 

  𝑎ሺ𝑥 െ 𝛼ሻሺ𝑥 െ  𝛽ሻሺ𝑥 െ 𝛾ሻሺ𝑥 െ 𝛿ሻ 
    ൌ 𝑎ሺ𝑥ଶ െ ሺ𝛼 ൅ 𝛽ሻ𝑥 ൅ 𝛼𝛽ሻሺ𝑥ଶ െ ሺ𝛾 ൅ 𝛿ሻ𝑥 ൅ 𝛾𝛿ሻ 
    ൌ 𝑎ሺ𝑥ସ െ ሺ𝛼 ൅ 𝛽 ൅ 𝛾 ൅ 𝛿ሻ𝑥ଷ ൅ ሺ𝛼𝛽 ൅ 𝛽𝛾 ൅ 𝛾𝛿 ൅ 𝛿𝛼 ൅ 𝛼𝛾 ൅ 𝛿𝛽ሻ𝑥ଶ െ ሺ𝛼𝛽𝛾 ൅ 𝛽𝛾𝛿 ൅ 𝛾𝛿𝛼 ൅ 𝛿𝛼𝛽ሻ𝑥

൅ 𝛼𝛽𝛾𝛿ሻ 
となるから、元の⽅程式と各項を⽐較して、解と係数の関係 

  𝛼 ൅ 𝛽 ൅ 𝛾 ൅ 𝛿 ൌ െ
𝑏
𝑎

 

  𝛼𝛽 ൅ 𝛽𝛾 ൅ 𝛾𝛿 ൅ 𝛿𝛼 ൅ 𝛼𝛾 ൅ 𝛿𝛽 ൌ
𝑐
𝑎

 

  𝛼𝛽𝛾 ൅ 𝛽𝛾𝛿 ൅ 𝛾𝛿𝛼 ൅ 𝛿𝛼𝛽 ൌ െ
𝑑
𝑎

 

  𝛼𝛽𝛾𝛿 ൌ
𝑒
𝑎

 

を得る。 
 
したがって、判別式 𝐷 を、𝛼, 𝛽, 𝛾, 𝛿 の基本対称式 

  𝑒ଵ ൌ 𝛼 ൅ 𝛽 ൅ 𝛾 ൅ 𝛿 

  𝑒ଶ ൌ 𝛼𝛽 ൅ 𝛽𝛾 ൅ 𝛾𝛿 ൅ 𝛿𝛼 ൅ 𝛼𝛾 ൅ 𝛿𝛽 

  𝑒ଷ ൌ 𝛼𝛽𝛾 ൅ 𝛽𝛾𝛿 ൅ 𝛾𝛿𝛼 ൅ 𝛿𝛼𝛽 

  𝑒ସ ൌ 𝛼𝛽𝛾𝛿 

によって表せば、判別式の係数表⽰が得られる。 
 
まず、 

  ሺ𝛼 െ 𝛽ሻሺ𝛼 െ 𝛾ሻሺ𝛼 െ 𝛿ሻ ൌ െ𝛽𝛾𝛿 ൅ ሺ𝛽𝛾 ൅ 𝛾𝛿 ൅ 𝛿𝛽ሻ𝛼 െ ሺ𝛽 ൅ 𝛾 ൅ 𝛿ሻ𝛼ଶ ൅ 𝛼ଷ 

 ൌ െሺ𝛼𝛽𝛾 ൅ 𝛽𝛾𝛿 ൅ 𝛾𝛿𝛼 ൅ 𝛿𝛼𝛽ሻ ൅ ሺ𝛼𝛽𝛾 ൅ 𝛾𝛿𝛼 ൅ 𝛿𝛼𝛽ሻ ൅ ሺ𝛽𝛾 ൅ 𝛾𝛿 ൅ 𝛿𝛽ሻ𝛼 െ ሺ𝛽 ൅ 𝛾 ൅ 𝛿ሻ𝛼ଶ ൅ 𝛼ଷ 

 ൌ െሺ𝛼𝛽𝛾 ൅ 𝛽𝛾𝛿 ൅ 𝛾𝛿𝛼 ൅ 𝛿𝛼𝛽ሻ ൅ ሺ𝛽𝛾 ൅ 𝛾𝛿 ൅ 𝛿𝛽ሻ𝛼 ൅ ሺ𝛽𝛾 ൅ 𝛾𝛿 ൅ 𝛿𝛽ሻ𝛼 െ ሺ𝛽 ൅ 𝛾 ൅ 𝛿ሻ𝛼ଶ ൅ 𝛼ଷ 

 ൌ െሺ𝛼𝛽𝛾 ൅ 𝛽𝛾𝛿 ൅ 𝛾𝛿𝛼 ൅ 𝛿𝛼𝛽ሻ ൅ 2ሺ𝛽𝛾 ൅ 𝛾𝛿 ൅ 𝛿𝛽ሻ𝛼 െ ሺ𝛽 ൅ 𝛾 ൅ 𝛿ሻ𝛼ଶ ൅ 𝛼ଷ 

 ൌ െሺ𝛼𝛽𝛾 ൅ 𝛽𝛾𝛿 ൅ 𝛾𝛿𝛼 ൅ 𝛿𝛼𝛽ሻ ൅ 2ሺ𝛼𝛽 ൅ 𝛽𝛾 ൅ 𝛾𝛿 ൅ 𝛿𝛼 ൅ 𝛼𝛾 ൅ 𝛿𝛽ሻ𝛼 െ 2ሺ𝛼𝛽 ൅ 𝛿𝛼 ൅ 𝛼𝛾ሻ𝛼 

                        െ ሺ𝛽 ൅ 𝛾 ൅ 𝛿ሻ𝛼ଶ ൅ 𝛼ଷ 
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 ൌ െሺ𝛼𝛽𝛾 ൅ 𝛽𝛾𝛿 ൅ 𝛾𝛿𝛼 ൅ 𝛿𝛼𝛽ሻ ൅ 2ሺ𝛼𝛽 ൅ 𝛽𝛾 ൅ 𝛾𝛿 ൅ 𝛿𝛼 ൅ 𝛼𝛾 ൅ 𝛿𝛽ሻ𝛼 െ 2ሺ𝛽 ൅ 𝛿 ൅ 𝛼ሻ𝛼ଶ 

                        െ ሺ𝛽 ൅ 𝛾 ൅ 𝛿ሻ𝛼ଶ ൅ 𝛼ଷ 

 ൌ െሺ𝛼𝛽𝛾 ൅ 𝛽𝛾𝛿 ൅ 𝛾𝛿𝛼 ൅ 𝛿𝛼𝛽ሻ ൅ 2ሺ𝛼𝛽 ൅ 𝛽𝛾 ൅ 𝛾𝛿 ൅ 𝛿𝛼 ൅ 𝛼𝛾 ൅ 𝛿𝛽ሻ𝛼 െ 3ሺ𝛽 ൅ 𝛾 ൅ 𝛿ሻ𝛼ଶ ൅ 𝛼ଷ 

 ൌ െሺ𝛼𝛽𝛾 ൅ 𝛽𝛾𝛿 ൅ 𝛾𝛿𝛼 ൅ 𝛿𝛼𝛽ሻ ൅ 2ሺ𝛼𝛽 ൅ 𝛽𝛾 ൅ 𝛾𝛿 ൅ 𝛿𝛼 ൅ 𝛼𝛾 ൅ 𝛿𝛽ሻ𝛼 െ 3ሺ𝛼 ൅ 𝛽 ൅ 𝛾 ൅ 𝛿ሻ𝛼ଶ 

                              ൅ 3𝛼ଷ ൅ 𝛼ଷ 

 ൌ െሺ𝛼𝛽𝛾 ൅ 𝛽𝛾𝛿 ൅ 𝛾𝛿𝛼 ൅ 𝛿𝛼𝛽ሻ ൅ 2ሺ𝛼𝛽 ൅ 𝛽𝛾 ൅ 𝛾𝛿 ൅ 𝛿𝛼 ൅ 𝛼𝛾 ൅ 𝛿𝛽ሻ𝛼 െ 3ሺ𝛼 ൅ 𝛽 ൅ 𝛾 ൅ 𝛿ሻ𝛼ଶ ൅ 4𝛼ଷ 

より 

  ሺ𝛼 െ 𝛽ሻሺ𝛼 െ 𝛾ሻሺ𝛼 െ 𝛿ሻ ൌ െ𝑒ଷ ൅ 2𝑒ଶ𝛼 െ 3𝑒ଵ𝛼ଶ ൅ 4𝛼ଷ 

となる。同様に、 

  ሺ𝛽 െ 𝛼ሻሺ𝛽 െ 𝛾ሻሺ𝛽 െ 𝛿ሻ ൌ െ𝑒ଷ ൅ 2𝑒ଶ𝛽 െ 3𝑒ଵ𝛽ଶ ൅ 4𝛽ଷ 

  ሺ𝛾 െ 𝛼ሻሺ𝛾 െ 𝛽ሻሺ𝛾 െ 𝛿ሻ ൌ െ𝑒ଷ ൅ 2𝑒ଶ𝛾 െ 3𝑒ଵ𝛾ଶ ൅ 4𝛾ଷ 

  ሺ𝛿 െ 𝛼ሻሺ𝛿 െ 𝛽ሻሺ𝛿 െ 𝛾ሻ ൌ െ𝑒ଷ ൅ 2𝑒ଶ𝛿 െ 3𝑒ଵ𝛿ଶ ൅ 4𝛿ଷ 

である。 
 
簡単のため、𝑏 ൌ 0 のとき、すなわち、⽅程式が 

  𝑎𝑥ସ ൅ 𝑐𝑥ଶ ൅ 𝑑𝑥 ൅ 𝑒 ൌ 0 

の場合を考える。このとき、 

  𝑒ଵ ൌ 𝛼 ൅ 𝛽 ൅ 𝛾 ൅ 𝛿 ൌ െ
𝑏
𝑎

ൌ 0 

であるから 

  ሺ𝛼 െ 𝛽ሻሺ𝛼 െ 𝛾ሻሺ𝛼 െ 𝛿ሻ ൌ െ𝑒ଷ ൅ 2𝑒ଶ𝛼 ൅ 4𝛼ଷ 

  ሺ𝛽 െ 𝛼ሻሺ𝛽 െ 𝛾ሻሺ𝛽 െ 𝛿ሻ ൌ െ𝑒ଷ ൅ 2𝑒ଶ𝛽 ൅ 4𝛽ଷ 

  ሺ𝛾 െ 𝛼ሻሺ𝛾 െ 𝛽ሻሺ𝛾 െ 𝛿ሻ ൌ െ𝑒ଷ ൅ 2𝑒ଶ𝛾 ൅ 4𝛾ଷ 

  ሺ𝛿 െ 𝛼ሻሺ𝛿 െ 𝛽ሻሺ𝛿 െ 𝛾ሻ ൌ െ𝑒ଷ ൅ 2𝑒ଶ𝛿 ൅ 4𝛿ଷ 

となる。したがって、 

  𝐷 𝑎଺⁄ ൌ ሺ𝛼 െ 𝛽ሻଶሺ𝛽 െ 𝛾ሻଶሺ𝛾 െ 𝛿ሻଶሺ𝛿 െ 𝛼ሻଶሺ𝛼 െ 𝛾ሻଶሺ𝛽 െ 𝛿ሻଶ 

 ൌ ሺെ𝑒ଷ ൅ 2𝑒ଶ𝛼 ൅ 4𝛼ଷሻሺെ𝑒ଷ ൅ 2𝑒ଶ𝛽 ൅ 4𝛽ଷሻሺെ𝑒ଷ ൅ 2𝑒ଶ𝛾 ൅ 4𝛾ଷሻሺ𝑒ଷ ൅ 2𝑒ଶ𝛿 ൅ 4𝛿ଷሻ 

 ൌ 𝑒ଷ
ସ െ 2𝑒ଶ𝑒ଷ

ଷሺ𝛼 ൅ 𝛽 ൅ 𝛾 ൅ 𝛿ሻ െ 4𝑒ଷ
ଷሺ𝛼ଷ ൅ 𝛽ଷ ൅ 𝛾ଷ ൅ 𝛿ଷሻ 

   ൅ 4𝑒ଶ
ଶ𝑒ଷ

ଶሺ𝛼𝛽 ൅ 𝛽𝛾 ൅ 𝛾𝛿 ൅ 𝛿𝛼 ൅ 𝛼𝛾 ൅ 𝛿𝛽ሻ 

   ൅ 8𝑒ଶ𝑒ଷ
ଶ൫𝛼ଷሺ𝛽 ൅ 𝛾 ൅ 𝛿ሻ ൅ 𝛽ଷሺ𝛼 ൅ 𝛾 ൅ 𝛿ሻ ൅ 𝛾ଷሺ𝛼 ൅ 𝛽 ൅ 𝛿ሻ ൅ 𝛿ଷሺ𝛼 ൅ 𝛽 ൅ 𝛾ሻ൯ 

   ൅ 16𝑒ଷ
ଶሺ𝛼ଷ𝛽ଷ ൅ 𝛽ଷ𝛾ଷ ൅ 𝛾ଷ𝛿ଷ ൅ 𝛿ଷ𝛼ଷ ൅ 𝛼ଷ𝛾ଷ ൅ 𝛿ଷ𝛽ଷሻ 

   െ 8𝑒ଶ
ଷ𝑒ଷሺ𝛼𝛽𝛾 ൅ 𝛽𝛾𝛿 ൅ 𝛾𝛿𝛼 ൅ 𝛿𝛼𝛽ሻ 

   െ 16𝑒ଶ
ଶ𝑒ଷ൫𝛼ଷሺ𝛽𝛾 ൅ 𝛾𝛿 ൅ 𝛿𝛽ሻ ൅ 𝛽ଷሺ𝛾𝛿 ൅ 𝛿𝛼 ൅ 𝛼𝛾ሻ ൅ 𝛾ଷሺ𝛼𝛽 ൅ 𝛿𝛼 ൅ 𝛿𝛽ሻ ൅ 𝛿ଷሺ𝛼𝛽 ൅ 𝛽𝛾 ൅ 𝛼𝛾ሻ൯ 

   െ 32𝑒ଶ𝑒ଷ൫𝛼ଷ𝛽ଷሺ𝛾 ൅ 𝛿ሻ ൅ 𝛽ଷ𝛾ଷሺ𝛿 ൅ 𝛼ሻ ൅ 𝛾ଷ𝛿ଷሺ𝛼 ൅ 𝛽ሻ ൅ 𝛿ଷ𝛼ଷሺ𝛽 ൅ 𝛾ሻ ൅ 𝛼ଷ𝛾ଷሺ𝛽 ൅ 𝛿ሻ

൅ 𝛿ଷ𝛽ଷሺ𝛼 ൅ 𝛾ሻ൯ 
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   െ 64𝑒ଷሺ𝛼ଷ𝛽ଷ𝛾ଷ ൅ 𝛽ଷ𝛾ଷ𝛿ଷ ൅ 𝛾ଷ𝛿ଷ𝛼ଷ ൅ 𝛿ଷ𝛼ଷ𝛽ଷሻ 

   ൅ 16𝑒ଶ
ସ𝛼𝛽𝛾𝛿 

   ൅ 32𝑒ଶ
ଷሺ𝛼𝛽𝛾𝛿ଷ ൅ 𝛽𝛾𝛿𝛼ଷ ൅ 𝛾𝛿𝛼𝛽ଷ ൅ 𝛿𝛼𝛽𝛾ଷሻ 

   ൅ 64𝑒ଶ
ଶሺ𝛼𝛽𝛾ଷ𝛿ଷ ൅ 𝛽𝛾𝛿ଷ𝛼ଷ ൅ 𝛾𝛿𝛼ଷ𝛽ଷ ൅ 𝛿𝛼𝛽ଷ𝛾ଷ ൅ 𝛼𝛾𝛿ଷ𝛽ଷ ൅ 𝛿𝛽𝛼ଷ𝛾ଷሻ 

   ൅ 128𝑒ଶሺ𝛼𝛽ଷ𝛾ଷ𝛿ଷ ൅ 𝛽𝛼ଷ𝛾ଷ𝛿ଷ ൅ 𝛾𝛼ଷ𝛽ଷ𝛿ଷ ൅ 𝛿𝛼ଷ𝛽ଷ𝛾ଷሻ 

   ൅ 256𝛼ଷ𝛽ଷ𝛾ଷ𝛿ଷ 

 ൌ 𝑒ଷ
ସ െ 0 െ 4𝑒ଷ

ଷሺ𝛼ଷ ൅ 𝛽ଷ ൅ 𝛾ଷ ൅ 𝛿ଷሻ 

   ൅ 4𝑒ଶ
ଷ𝑒ଷ

ଶ 

   ൅ 8𝑒ଶ𝑒ଷ
ଶ൫𝛼ଷሺ𝛽 ൅ 𝛾 ൅ 𝛿ሻ ൅ 𝛽ଷሺ𝛼 ൅ 𝛾 ൅ 𝛿ሻ ൅ 𝛾ଷሺ𝛼 ൅ 𝛽 ൅ 𝛿ሻ ൅ 𝛿ଷሺ𝛼 ൅ 𝛽 ൅ 𝛾ሻ൯ 

   ൅ 16𝑒ଷ
ଶሺ𝛼ଷ𝛽ଷ ൅ 𝛽ଷ𝛾ଷ ൅ 𝛾ଷ𝛿ଷ ൅ 𝛿ଷ𝛼ଷ ൅ 𝛼ଷ𝛾ଷ ൅ 𝛿ଷ𝛽ଷሻ 

   െ 8𝑒ଶ
ଷ𝑒ଷ

ଶ 

   െ 16𝑒ଶ
ଶ𝑒ଷ൫𝛼ଷሺ𝛽𝛾 ൅ 𝛾𝛿 ൅ 𝛿𝛽ሻ ൅ 𝛽ଷሺ𝛾𝛿 ൅ 𝛿𝛼 ൅ 𝛼𝛾ሻ ൅ 𝛾ଷሺ𝛼𝛽 ൅ 𝛿𝛼 ൅ 𝛿𝛽ሻ ൅ 𝛿ଷሺ𝛼𝛽 ൅ 𝛽𝛾 ൅ 𝛼𝛾ሻ൯ 

   െ 32𝑒ଶ𝑒ଷ൫𝛼ଷ𝛽ଷሺ𝛾 ൅ 𝛿ሻ ൅ 𝛽ଷ𝛾ଷሺ𝛿 ൅ 𝛼ሻ ൅ 𝛾ଷ𝛿ଷሺ𝛼 ൅ 𝛽ሻ ൅ 𝛿ଷ𝛼ଷሺ𝛽 ൅ 𝛾ሻ ൅ 𝛼ଷ𝛾ଷሺ𝛽 ൅ 𝛿ሻ

൅ 𝛿ଷ𝛽ଷሺ𝛼 ൅ 𝛾ሻ൯ 

   െ 64𝑒ଷሺ𝛼ଷ𝛽ଷ𝛾ଷ ൅ 𝛽ଷ𝛾ଷ𝛿ଷ ൅ 𝛾ଷ𝛿ଷ𝛼ଷ ൅ 𝛿ଷ𝛼ଷ𝛽ଷሻ 

   ൅ 16𝑒ଶ
ସ𝑒ସ 

   ൅ 32𝑒ଶ
ଷሺ𝛿ଶ ൅ 𝛼ଶ ൅ 𝛽ଶ ൅ 𝛾ଶሻ 𝛼𝛽𝛾𝛿 

   ൅ 64𝑒ଶ
ଶሺ𝛾ଶ𝛿ଶ ൅ 𝛿ଶ𝛼ଶ ൅ 𝛼ଶ𝛽ଶ ൅ 𝛽ଶ𝛾ଶ ൅ 𝛿ଶ𝛽ଶ ൅ 𝛼ଶ𝛾ଶሻ𝛼𝛽𝛾𝛿 

   ൅ 128𝑒ଶሺ𝛽ଶ𝛾ଶ𝛿ଶ ൅ 𝛼ଶ𝛾ଶ𝛿ଶ ൅ 𝛼ଶ𝛽ଶ𝛿ଶ ൅ 𝛼ଶ𝛽ଶ𝛾ଶሻ𝛼𝛽𝛾𝛿 

   ൅ 256𝑒ସ
ଷ 

 ൌ 𝑒ଷ
ସ െ 4𝑒ଷ

ଷሺ𝛼ଷ ൅ 𝛽ଷ ൅ 𝛾ଷ ൅ 𝛿ଷሻ 

   ൅ 4𝑒ଶ
ଷ𝑒ଷ

ଶ 

   ൅ 8𝑒ଶ𝑒ଷ
ଶ൫𝛼ଷሺ𝛽 ൅ 𝛾 ൅ 𝛿ሻ ൅ 𝛽ଷሺ𝛼 ൅ 𝛾 ൅ 𝛿ሻ ൅ 𝛾ଷሺ𝛼 ൅ 𝛽 ൅ 𝛿ሻ ൅ 𝛿ଷሺ𝛼 ൅ 𝛽 ൅ 𝛾ሻ൯ 

   ൅ 16𝑒ଷ
ଶሺ𝛼ଷ𝛽ଷ ൅ 𝛽ଷ𝛾ଷ ൅ 𝛾ଷ𝛿ଷ ൅ 𝛿ଷ𝛼ଷ ൅ 𝛼ଷ𝛾ଷ ൅ 𝛿ଷ𝛽ଷሻ 

   െ 8𝑒ଶ
ଷ𝑒ଷ

ଶ 

   െ 16𝑒ଶ
ଶ𝑒ଷ൫𝛼ଷሺ𝛽𝛾 ൅ 𝛾𝛿 ൅ 𝛿𝛽ሻ ൅ 𝛽ଷሺ𝛾𝛿 ൅ 𝛿𝛼 ൅ 𝛼𝛾ሻ ൅ 𝛾ଷሺ𝛼𝛽 ൅ 𝛿𝛼 ൅ 𝛿𝛽ሻ ൅ 𝛿ଷሺ𝛼𝛽 ൅ 𝛽𝛾 ൅ 𝛼𝛾ሻ൯ 

   െ 32𝑒ଶ𝑒ଷ൫𝛼ଷ𝛽ଷሺ𝛾 ൅ 𝛿ሻ ൅ 𝛽ଷ𝛾ଷሺ𝛿 ൅ 𝛼ሻ ൅ 𝛾ଷ𝛿ଷሺ𝛼 ൅ 𝛽ሻ ൅ 𝛿ଷ𝛼ଷሺ𝛽 ൅ 𝛾ሻ ൅ 𝛼ଷ𝛾ଷሺ𝛽 ൅ 𝛿ሻ

൅ 𝛿ଷ𝛽ଷሺ𝛼 ൅ 𝛾ሻ൯ 

   െ 64𝑒ଷሺ𝛼ଷ𝛽ଷ𝛾ଷ ൅ 𝛽ଷ𝛾ଷ𝛿ଷ ൅ 𝛾ଷ𝛿ଷ𝛼ଷ ൅ 𝛿ଷ𝛼ଷ𝛽ଷሻ 

   ൅ 16𝑒ଶ
ସ𝑒ସ 

   ൅ 32𝑒ଶ
ଷ𝑒ସሺ𝛼ଶ ൅ 𝛽ଶ ൅ 𝛾ଶ ൅ 𝛿ଶሻ  

   ൅ 64𝑒ଶ
ଶ𝑒ସሺ𝛼ଶ𝛽ଶ ൅ 𝛽ଶ𝛾ଶ ൅ 𝛾ଶ𝛿ଶ ൅ 𝛿ଶ𝛼ଶ ൅ 𝛼ଶ𝛾ଶ ൅ 𝛿ଶ𝛽ଶሻ 

   ൅ 128𝑒ଶ𝑒ସሺ𝛼ଶ𝛽ଶ𝛾ଶ ൅ 𝛽ଶ𝛾ଶ𝛿ଶ ൅ 𝛾ଶ𝛿ଶ𝛼ଶ ൅ 𝛿ଶ𝛼ଶ𝛽ଶሻ 

   ൅ 256𝑒ସ
ଷ 
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となる。 
 
続いて、判別式を展開したときに現れる対称式を基本対称式で表す。 

先に、次数の低いものから計算すると 

  𝛼ଶ ൅ 𝛽ଶ ൅ 𝛾ଶ ൅ 𝛿ଶ ൌ ሺ𝛼 ൅ 𝛽 ൅ 𝛾 ൅ 𝛿ሻଶ െ 2ሺ𝛼𝛽 ൅ 𝛽𝛾 ൅ 𝛾𝛿 ൅ 𝛿𝛼 ൅ 𝛼𝛾 ൅ 𝛿𝛽ሻ 

             ൌ 𝑒ଵ
ଶ െ 2𝑒ଶ 

             ൌ െ2𝑒ଶ 
 

  𝛼ଶ𝛽ଶ ൅ 𝛽ଶ𝛾ଶ ൅ 𝛾ଶ𝛿ଶ ൅ 𝛿ଶ𝛼ଶ ൅ 𝛼ଶ𝛾ଶ ൅ 𝛿ଶ𝛽ଶ 

 ൌ ሺ𝛼𝛽 ൅ 𝛽𝛾 ൅ 𝛾𝛿 ൅ 𝛿𝛼 ൅ 𝛼𝛾 ൅ 𝛿𝛽ሻଶ 

   െ 2𝛼ሺ𝛼𝛽𝛾 ൅ 𝛽𝛾𝛿 ൅ 𝛾𝛿𝛼 ൅ 𝛿𝛼𝛽ሻ 

   െ 2𝛽ሺ𝛼𝛽𝛾 ൅ 𝛽𝛾𝛿 ൅ 𝛾𝛿𝛼 ൅ 𝛿𝛼𝛽ሻ 

   െ 2𝛾ሺ𝛼𝛽𝛾 ൅ 𝛽𝛾𝛿 ൅ 𝛾𝛿𝛼 ൅ 𝛿𝛼𝛽ሻ 

   െ 2𝛿ሺ𝛼𝛽𝛾 ൅ 𝛽𝛾𝛿 ൅ 𝛾𝛿𝛼 ൅ 𝛿𝛼𝛽ሻ 

   ൅ 2𝛼𝛽𝛾𝛿 

 ൌ ሺ𝛼𝛽 ൅ 𝛽𝛾 ൅ 𝛾𝛿 ൅ 𝛿𝛼 ൅ 𝛼𝛾 ൅ 𝛿𝛽ሻଶ െ 2ሺ𝛼 ൅ 𝛽 ൅ 𝛾 ൅ 𝛿ሻሺ𝛼𝛽𝛾 ൅ 𝛽𝛾𝛿 ൅ 𝛾𝛿𝛼 ൅ 𝛿𝛼𝛽ሻ ൅ 2𝛼𝛽𝛾𝛿 

 ൌ 𝑒ଶ
ଶ െ 2𝑒ଵ𝑒ଷ ൅ 2𝑒ସ 

 ൌ 𝑒ଶ
ଶ ൅ 2𝑒ସ 

 

  𝛼ଶ𝛽ଶ𝛾ଶ ൅ 𝛽ଶ𝛾ଶ𝛿ଶ ൅ 𝛾ଶ𝛿ଶ𝛼ଶ ൅ 𝛿ଶ𝛼ଶ𝛽ଶ 

 ൌ ሺ𝛼𝛽𝛾 ൅ 𝛽𝛾𝛿 ൅ 𝛾𝛿𝛼 ൅ 𝛿𝛼𝛽ሻଶ െ 2ሺ𝛼𝛽 ൅ 𝛽𝛾 ൅ 𝛾𝛿 ൅ 𝛿𝛼 ൅ 𝛼𝛾 ൅ 𝛿𝛽ሻ𝛼𝛽𝛾𝛿 

 ൌ 𝑒ଷ
ଶ െ 2𝑒ଶ𝑒ସ 

である。これらを⽤いて 

  𝛼ଷ ൅ 𝛽ଷ ൅ 𝛾ଷ ൅ 𝛿ଷ 

 ൌ ሺ𝛼 ൅ 𝛽 ൅ 𝛾 ൅ 𝛿ሻሺ𝛼ଶ ൅ 𝛽ଶ ൅ 𝛾ଶ ൅ 𝛿ଶሻ 

   െ 𝛼ଶሺ𝛽 ൅ 𝛾 ൅ 𝛿ሻ െ 𝛽ଶሺ𝛼 ൅ 𝛾 ൅ 𝛿ሻ െ 𝛾ଶሺ𝛼 ൅ 𝛽 ൅ 𝛿ሻ െ 𝛿ଶሺ𝛼 ൅ 𝛽 ൅ 𝛾ሻ 

 ൌ ሺ𝛼 ൅ 𝛽 ൅ 𝛾 ൅ 𝛿ሻሺ𝛼ଶ ൅ 𝛽ଶ ൅ 𝛾ଶ ൅ 𝛿ଶሻ 

   െ 𝛼ሺ𝛼𝛽 ൅ 𝛽𝛾 ൅ 𝛾𝛿 ൅ 𝛿𝛼 ൅ 𝛼𝛾 ൅ 𝛿𝛽ሻ ൅ ሺ𝛼𝛽𝛾 ൅ 𝛾𝛿𝛼 ൅ 𝛿𝛼𝛽ሻ 

   െ 𝛽ሺ𝛼𝛽 ൅ 𝛽𝛾 ൅ 𝛾𝛿 ൅ 𝛿𝛼 ൅ 𝛼𝛾 ൅ 𝛿𝛽ሻ ൅ ሺ𝛼𝛽𝛾 ൅ 𝛽𝛾𝛿 ൅ 𝛿𝛼𝛽ሻ 

   െ 𝛾ሺ𝛼𝛽 ൅ 𝛽𝛾 ൅ 𝛾𝛿 ൅ 𝛿𝛼 ൅ 𝛼𝛾 ൅ 𝛿𝛽ሻ ൅ ሺ𝛼𝛽𝛾 ൅ 𝛽𝛾𝛿 ൅ 𝛾𝛿𝛼ሻ 

   െ 𝛿ሺ𝛼𝛽 ൅ 𝛽𝛾 ൅ 𝛾𝛿 ൅ 𝛿𝛼 ൅ 𝛼𝛾 ൅ 𝛿𝛽ሻ ൅ ሺ𝛽𝛾𝛿 ൅ 𝛾𝛿𝛼 ൅ 𝛿𝛼𝛽ሻ 

 ൌ ሺ𝛼 ൅ 𝛽 ൅ 𝛾 ൅ 𝛿ሻሺ𝛼ଶ ൅ 𝛽ଶ ൅ 𝛾ଶ ൅ 𝛿ଶሻ 

   െ ሺ𝛼 ൅ 𝛽 ൅ 𝛾 ൅ 𝛿ሻሺ𝛼𝛽 ൅ 𝛽𝛾 ൅ 𝛾𝛿 ൅ 𝛿𝛼 ൅ 𝛼𝛾 ൅ 𝛿𝛽ሻ 

   ൅ 3ሺ𝛼𝛽𝛾 ൅ 𝛽𝛾𝛿 ൅ 𝛾𝛿𝛼 ൅ 𝛿𝛼𝛽ሻ 

 ൌ ሺ𝛼 ൅ 𝛽 ൅ 𝛾 ൅ 𝛿ሻ൫ሺ𝛼 ൅ 𝛽 ൅ 𝛾 ൅ 𝛿ሻଶ െ 2ሺ𝛼𝛽 ൅ 𝛽𝛾 ൅ 𝛾𝛿 ൅ 𝛿𝛼 ൅ 𝛼𝛾 ൅ 𝛿𝛽ሻ൯ 



5 
 

   െ ሺ𝛼 ൅ 𝛽 ൅ 𝛾 ൅ 𝛿ሻሺ𝛼𝛽 ൅ 𝛽𝛾 ൅ 𝛾𝛿 ൅ 𝛿𝛼 ൅ 𝛼𝛾 ൅ 𝛿𝛽ሻ 

   ൅ 3ሺ𝛼𝛽𝛾 ൅ 𝛽𝛾𝛿 ൅ 𝛾𝛿𝛼 ൅ 𝛿𝛼𝛽ሻ 

 ൌ ሺ𝛼 ൅ 𝛽 ൅ 𝛾 ൅ 𝛿ሻଷ െ 3ሺ𝛼 ൅ 𝛽 ൅ 𝛾 ൅ 𝛿ሻሺ𝛼𝛽 ൅ 𝛽𝛾 ൅ 𝛾𝛿 ൅ 𝛿𝛼 ൅ 𝛼𝛾 ൅ 𝛿𝛽ሻ 

   ൅ 3ሺ𝛼𝛽𝛾 ൅ 𝛽𝛾𝛿 ൅ 𝛾𝛿𝛼 ൅ 𝛿𝛼𝛽ሻ 

 ൌ 𝑒ଵ
ଷ െ 3𝑒ଵ𝑒ଶ ൅ 3𝑒ଷ 

 ൌ 3𝑒ଷ 
 

  𝛼ଷሺ𝛽 ൅ 𝛾 ൅ 𝛿ሻ ൅ 𝛽ଷሺ𝛼 ൅ 𝛾 ൅ 𝛿ሻ ൅ 𝛾ଷሺ𝛼 ൅ 𝛽 ൅ 𝛿ሻ ൅ 𝛿ଷሺ𝛼 ൅ 𝛽 ൅ 𝛾ሻ 

 ൌ 𝛼ଶሺ𝛼𝛽 ൅ 𝛽𝛾 ൅ 𝛾𝛿 ൅ 𝛿𝛼 ൅ 𝛼𝛾 ൅ 𝛿𝛽ሻ െ 𝛼ଶሺ𝛽𝛾 ൅ 𝛾𝛿 ൅ 𝛿𝛽ሻ 

   ൅ 𝛽ଶሺ𝛼𝛽 ൅ 𝛽𝛾 ൅ 𝛾𝛿 ൅ 𝛿𝛼 ൅ 𝛼𝛾 ൅ 𝛿𝛽ሻ െ 𝛽ଶሺ𝛾𝛿 ൅ 𝛿𝛼 ൅ 𝛼𝛾ሻ 

   ൅ 𝛾ଶሺ𝛼𝛽 ൅ 𝛽𝛾 ൅ 𝛾𝛿 ൅ 𝛿𝛼 ൅ 𝛼𝛾 ൅ 𝛿𝛽ሻ െ 𝛾ଶሺ𝛼𝛽 ൅ 𝛿𝛼 ൅ 𝛿𝛽ሻ 

   ൅ 𝛿ଶሺ𝛼𝛽 ൅ 𝛽𝛾 ൅ 𝛾𝛿 ൅ 𝛿𝛼 ൅ 𝛼𝛾 ൅ 𝛿𝛽ሻ െ 𝛿ଶሺ𝛼𝛽 ൅ 𝛽𝛾 ൅ 𝛼𝛾ሻ 

 ൌ 𝛼ଶሺ𝛼𝛽 ൅ 𝛽𝛾 ൅ 𝛾𝛿 ൅ 𝛿𝛼 ൅ 𝛼𝛾 ൅ 𝛿𝛽ሻ െ 𝛼ሺ𝛼𝛽𝛾 ൅ 𝛽𝛾𝛿 ൅ 𝛾𝛿𝛼 ൅ 𝛿𝛼𝛽ሻ ൅ 𝛼𝛽𝛾𝛿 

   ൅ 𝛽ଶሺ𝛼𝛽 ൅ 𝛽𝛾 ൅ 𝛾𝛿 ൅ 𝛿𝛼 ൅ 𝛼𝛾 ൅ 𝛿𝛽ሻ െ 𝛽ሺ𝛼𝛽𝛾 ൅ 𝛽𝛾𝛿 ൅ 𝛾𝛿𝛼 ൅ 𝛿𝛼𝛽ሻ ൅ 𝛼𝛽𝛾𝛿 

   ൅ 𝛾ଶሺ𝛼𝛽 ൅ 𝛽𝛾 ൅ 𝛾𝛿 ൅ 𝛿𝛼 ൅ 𝛼𝛾 ൅ 𝛿𝛽ሻ െ 𝛾ሺ𝛼𝛽𝛾 ൅ 𝛽𝛾𝛿 ൅ 𝛾𝛿𝛼 ൅ 𝛿𝛼𝛽ሻ ൅ 𝛼𝛽𝛾𝛿 

   ൅ 𝛿ଶሺ𝛼𝛽 ൅ 𝛽𝛾 ൅ 𝛾𝛿 ൅ 𝛿𝛼 ൅ 𝛼𝛾 ൅ 𝛿𝛽ሻ െ 𝛿ሺ𝛼𝛽𝛾 ൅ 𝛽𝛾𝛿 ൅ 𝛾𝛿𝛼 ൅ 𝛿𝛼𝛽ሻ ൅ 𝛼𝛽𝛾𝛿 

 ൌ ሺ𝛼ଶ ൅ 𝛽ଶ ൅ 𝛾ଶ ൅ 𝛿ଶሻሺ𝛼𝛽 ൅ 𝛽𝛾 ൅ 𝛾𝛿 ൅ 𝛿𝛼 ൅ 𝛼𝛾 ൅ 𝛿𝛽ሻ 

   െ ሺ𝛼 ൅ 𝛽 ൅ 𝛾 ൅ 𝛿ሻሺ𝛼𝛽𝛾 ൅ 𝛽𝛾𝛿 ൅ 𝛾𝛿𝛼 ൅ 𝛿𝛼𝛽ሻ ൅ 4𝛼𝛽𝛾𝛿 

 ൌ ൫ሺ𝛼 ൅ 𝛽 ൅ 𝛾 ൅ 𝛿ሻଶ െ 2ሺ𝛼𝛽 ൅ 𝛽𝛾 ൅ 𝛾𝛿 ൅ 𝛿𝛼 ൅ 𝛼𝛾 ൅ 𝛿𝛽ሻ൯ሺ𝛼𝛽 ൅ 𝛽𝛾 ൅ 𝛾𝛿 ൅ 𝛿𝛼 ൅ 𝛼𝛾 ൅ 𝛿𝛽ሻ 

   െ ሺ𝛼 ൅ 𝛽 ൅ 𝛾 ൅ 𝛿ሻሺ𝛼𝛽𝛾 ൅ 𝛽𝛾𝛿 ൅ 𝛾𝛿𝛼 ൅ 𝛿𝛼𝛽ሻ ൅ 4𝛼𝛽𝛾𝛿 

 ൌ ሺ𝛼 ൅ 𝛽 ൅ 𝛾 ൅ 𝛿ሻଶሺ𝛼𝛽 ൅ 𝛽𝛾 ൅ 𝛾𝛿 ൅ 𝛿𝛼 ൅ 𝛼𝛾 ൅ 𝛿𝛽ሻ െ 2ሺ𝛼𝛽 ൅ 𝛽𝛾 ൅ 𝛾𝛿 ൅ 𝛿𝛼 ൅ 𝛼𝛾 ൅ 𝛿𝛽ሻଶ 

   െ ሺ𝛼 ൅ 𝛽 ൅ 𝛾 ൅ 𝛿ሻሺ𝛼𝛽𝛾 ൅ 𝛽𝛾𝛿 ൅ 𝛾𝛿𝛼 ൅ 𝛿𝛼𝛽ሻ ൅ 4𝛼𝛽𝛾𝛿 

 ൌ 𝑒ଵ
ଶ𝑒ଶ െ 2𝑒ଶ

ଶ െ 𝑒ଵ𝑒ଷ ൅ 4𝑒ସ 

 ൌ െ2𝑒ଶ
ଶ ൅ 4𝑒ସ 

 

  𝛼ଷ𝛽ଷ ൅ 𝛽ଷ𝛾ଷ ൅ 𝛾ଷ𝛿ଷ ൅ 𝛿ଷ𝛼ଷ ൅ 𝛼ଷ𝛾ଷ ൅ 𝛿ଷ𝛽ଷ 

 ൌ ሺ𝛼ଶ𝛽ଶ ൅ 𝛽ଶ𝛾ଶ ൅ 𝛾ଶ𝛿ଶ ൅ 𝛿ଶ𝛼ଶ ൅ 𝛼ଶ𝛾ଶ ൅ 𝛿ଶ𝛽ଶሻሺ𝛼𝛽 ൅ 𝛽𝛾 ൅ 𝛾𝛿 ൅ 𝛿𝛼 ൅ 𝛼𝛾 ൅ 𝛿𝛽ሻ 

   െ ሺ𝛼ଶ𝛽𝛾 ൅ 𝛼ଶ𝛾𝛿 ൅ 𝛼ଶ𝛿𝛽 ൅ 𝛽ଶ𝛼𝛾 ൅ 𝛽ଶ𝛾𝛿 ൅ 𝛽ଶ𝛿𝛼 ൅ 𝛾ଶ𝛼𝛽 ൅ 𝛾ଶ𝛽𝛿 ൅ 𝛾ଶ𝛿𝛼 ൅ 𝛿ଶ𝛼𝛽 ൅ 𝛿ଶ𝛽𝛾
൅ 𝛿ଶ𝛾𝛼 ൅ 3𝛼𝛽𝛾𝛿ሻሺ𝛼𝛽 ൅ 𝛽𝛾 ൅ 𝛾𝛿 ൅ 𝛿𝛼 ൅ 𝛼𝛾 ൅ 𝛿𝛽ሻ 

   ൅ 3ሺ𝛼ଶ𝛽ଶ𝛾𝛿 ൅ 𝛼𝛽ଶ𝛾ଶ𝛿 ൅ 𝛼𝛽𝛾ଶ𝛿ଶ ൅ 𝛼ଶ𝛽𝛾𝛿ଶ ൅ 𝛼ଶ𝛽𝛾ଶ𝛿 ൅ 𝛼𝛽ଶ𝛾𝛿ଶ ൅ 𝛼ଷ𝛽𝛾𝛿 ൅ 𝛼𝛽ଷ𝛾𝛿 ൅ 𝛼𝛽𝛾ଷ𝛿
൅ 𝛼𝛽𝛾𝛿ଷ ൅ 𝛼ଶ𝛽ଶ𝛾ଶ ൅ 𝛽ଶ𝛾ଶ𝛿ଶ ൅ 𝛾ଶ𝛿ଶ𝛼ଶ ൅ 𝛿ଶ𝛼ଶ𝛽ଶሻ 

 ൌ ሺሺ𝛼𝛽 ൅ 𝛽𝛾 ൅ 𝛾𝛿 ൅ 𝛿𝛼 ൅ 𝛼𝛾 ൅ 𝛿𝛽ሻଶ െ 2ሺ𝛼 ൅ 𝛽 ൅ 𝛾 ൅ 𝛿ሻሺ𝛼𝛽𝛾 ൅ 𝛽𝛾𝛿 ൅ 𝛾𝛿𝛼 ൅ 𝛿𝛼𝛽ሻ ൅ 2𝛼𝛽𝛾𝛿ሻሺ𝛼𝛽
൅ 𝛽𝛾 ൅ 𝛾𝛿 ൅ 𝛿𝛼 ൅ 𝛼𝛾 ൅ 𝛿𝛽ሻ 

   െ ൫ሺ𝛼𝛽𝛾 ൅ 𝛽𝛾𝛿 ൅ 𝛾𝛿𝛼 ൅ 𝛿𝛼𝛽ሻሺ𝛼 ൅ 𝛽 ൅ 𝛾 ൅ 𝛿ሻ െ 4𝛼𝛽𝛾𝛿൯ሺ𝛼𝛽 ൅ 𝛽𝛾 ൅ 𝛾𝛿 ൅ 𝛿𝛼 ൅ 𝛼𝛾 ൅ 𝛿𝛽ሻ 

   ൅ 3ሺ𝛼𝛽 ൅ 𝛽𝛾 ൅ 𝛾𝛿 ൅ 𝛿𝛼 ൅ 𝛼𝛾 ൅ 𝛿𝛽ሻ𝛼𝛽𝛾𝛿 

   ൅ 3ሺ𝛼ଶ ൅ 𝛽ଶ ൅ 𝛾ଶ ൅ 𝛿ଶሻ𝛼𝛽𝛾𝛿 
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   ൅ 3ሺ𝛼ଶ𝛽ଶ𝛾ଶ ൅ 𝛽ଶ𝛾ଶ𝛿ଶ ൅ 𝛾ଶ𝛿ଶ𝛼ଶ ൅ 𝛿ଶ𝛼ଶ𝛽ଶሻ 

 ൌ ሺ𝛼𝛽 ൅ 𝛽𝛾 ൅ 𝛾𝛿 ൅ 𝛿𝛼 ൅ 𝛼𝛾 ൅ 𝛿𝛽ሻଷ 

   െ 2ሺ𝛼 ൅ 𝛽 ൅ 𝛾 ൅ 𝛿ሻሺ𝛼𝛽𝛾 ൅ 𝛽𝛾𝛿 ൅ 𝛾𝛿𝛼 ൅ 𝛿𝛼𝛽ሻሺ𝛼𝛽 ൅ 𝛽𝛾 ൅ 𝛾𝛿 ൅ 𝛿𝛼 ൅ 𝛼𝛾 ൅ 𝛿𝛽ሻ 

   ൅ 2𝛼𝛽𝛾𝛿ሺ𝛼𝛽 ൅ 𝛽𝛾 ൅ 𝛾𝛿 ൅ 𝛿𝛼 ൅ 𝛼𝛾 ൅ 𝛿𝛽ሻ 

   െ ሺ𝛼𝛽𝛾 ൅ 𝛽𝛾𝛿 ൅ 𝛾𝛿𝛼 ൅ 𝛿𝛼𝛽ሻሺ𝛼 ൅ 𝛽 ൅ 𝛾 ൅ 𝛿ሻሺ𝛼𝛽 ൅ 𝛽𝛾 ൅ 𝛾𝛿 ൅ 𝛿𝛼 ൅ 𝛼𝛾 ൅ 𝛿𝛽ሻ 

   ൅ 4𝛼𝛽𝛾𝛿ሺ𝛼𝛽 ൅ 𝛽𝛾 ൅ 𝛾𝛿 ൅ 𝛿𝛼 ൅ 𝛼𝛾 ൅ 𝛿𝛽ሻ 

   ൅ 3ሺ𝛼𝛽 ൅ 𝛽𝛾 ൅ 𝛾𝛿 ൅ 𝛿𝛼 ൅ 𝛼𝛾 ൅ 𝛿𝛽ሻ𝛼𝛽𝛾𝛿 

   ൅ 3൫ሺ𝛼 ൅ 𝛽 ൅ 𝛾 ൅ 𝛿ሻଶ െ 2ሺ𝛼𝛽 ൅ 𝛽𝛾 ൅ 𝛾𝛿 ൅ 𝛿𝛼 ൅ 𝛼𝛾 ൅ 𝛿𝛽ሻ൯𝛼𝛽𝛾𝛿 

   ൅ 3ሺሺ𝛼𝛽𝛾 ൅ 𝛽𝛾𝛿 ൅ 𝛾𝛿𝛼 ൅ 𝛿𝛼𝛽ሻଶ െ 2ሺ𝛼𝛽 ൅ 𝛽𝛾 ൅ 𝛾𝛿 ൅ 𝛿𝛼 ൅ 𝛼𝛾 ൅ 𝛿𝛽ሻ𝛼𝛽𝛾𝛿ሻ 

 ൌ ሺ𝛼𝛽 ൅ 𝛽𝛾 ൅ 𝛾𝛿 ൅ 𝛿𝛼 ൅ 𝛼𝛾 ൅ 𝛿𝛽ሻଷ 

   െ 3ሺ𝛼 ൅ 𝛽 ൅ 𝛾 ൅ 𝛿ሻሺ𝛼𝛽𝛾 ൅ 𝛽𝛾𝛿 ൅ 𝛾𝛿𝛼 ൅ 𝛿𝛼𝛽ሻሺ𝛼𝛽 ൅ 𝛽𝛾 ൅ 𝛾𝛿 ൅ 𝛿𝛼 ൅ 𝛼𝛾 ൅ 𝛿𝛽ሻ 

   ൅ 9𝛼𝛽𝛾𝛿ሺ𝛼𝛽 ൅ 𝛽𝛾 ൅ 𝛾𝛿 ൅ 𝛿𝛼 ൅ 𝛼𝛾 ൅ 𝛿𝛽ሻ 

   ൅ 3ሺ𝛼 ൅ 𝛽 ൅ 𝛾 ൅ 𝛿ሻଶ𝛼𝛽𝛾𝛿 െ 6ሺ𝛼𝛽 ൅ 𝛽𝛾 ൅ 𝛾𝛿 ൅ 𝛿𝛼 ൅ 𝛼𝛾 ൅ 𝛿𝛽ሻ𝛼𝛽𝛾𝛿 

   ൅ 3ሺ𝛼𝛽𝛾 ൅ 𝛽𝛾𝛿 ൅ 𝛾𝛿𝛼 ൅ 𝛿𝛼𝛽ሻଶ െ 6ሺ𝛼𝛽 ൅ 𝛽𝛾 ൅ 𝛾𝛿 ൅ 𝛿𝛼 ൅ 𝛼𝛾 ൅ 𝛿𝛽ሻ𝛼𝛽𝛾𝛿 

 ൌ ሺ𝛼𝛽 ൅ 𝛽𝛾 ൅ 𝛾𝛿 ൅ 𝛿𝛼 ൅ 𝛼𝛾 ൅ 𝛿𝛽ሻଷ 

   െ 3ሺ𝛼 ൅ 𝛽 ൅ 𝛾 ൅ 𝛿ሻሺ𝛼𝛽𝛾 ൅ 𝛽𝛾𝛿 ൅ 𝛾𝛿𝛼 ൅ 𝛿𝛼𝛽ሻሺ𝛼𝛽 ൅ 𝛽𝛾 ൅ 𝛾𝛿 ൅ 𝛿𝛼 ൅ 𝛼𝛾 ൅ 𝛿𝛽ሻ 

   െ 3𝛼𝛽𝛾𝛿ሺ𝛼𝛽 ൅ 𝛽𝛾 ൅ 𝛾𝛿 ൅ 𝛿𝛼 ൅ 𝛼𝛾 ൅ 𝛿𝛽ሻ 

   ൅ 3ሺ𝛼 ൅ 𝛽 ൅ 𝛾 ൅ 𝛿ሻଶ𝛼𝛽𝛾𝛿 

   ൅ 3ሺ𝛼𝛽𝛾 ൅ 𝛽𝛾𝛿 ൅ 𝛾𝛿𝛼 ൅ 𝛿𝛼𝛽ሻଶ 

 ൌ 𝑒ଶ
ଷ െ 3𝑒ଵ𝑒ଶ𝑒ଷ െ 3𝑒ଶ𝑒ସ ൅ 3𝑒ଵ

ଶ𝑒ସ ൅ 3𝑒ଷ
ଶ 

 ൌ 𝑒ଶ
ଷ െ 3𝑒ଶ𝑒ସ ൅ 3𝑒ଷ

ଶ 
 

  𝛼ଷሺ𝛽𝛾 ൅ 𝛾𝛿 ൅ 𝛿𝛽ሻ ൅ 𝛽ଷሺ𝛾𝛿 ൅ 𝛿𝛼 ൅ 𝛼𝛾ሻ ൅ 𝛾ଷሺ𝛼𝛽 ൅ 𝛿𝛼 ൅ 𝛿𝛽ሻ ൅ 𝛿ଷሺ𝛼𝛽 ൅ 𝛽𝛾 ൅ 𝛼𝛾ሻ 

 ൌ 𝛼ଶሺ𝛼𝛽𝛾 ൅ 𝛽𝛾𝛿 ൅ 𝛾𝛿𝛼 ൅ 𝛿𝛼𝛽ሻ െ 𝛼ଶ𝛽𝛾𝛿 

   ൅ 𝛽ଶሺ𝛼𝛽𝛾 ൅ 𝛽𝛾𝛿 ൅ 𝛾𝛿𝛼 ൅ 𝛿𝛼𝛽ሻ െ 𝛼𝛽ଶ𝛾𝛿 

   ൅ 𝛾ଶሺ𝛼𝛽𝛾 ൅ 𝛽𝛾𝛿 ൅ 𝛾𝛿𝛼 ൅ 𝛿𝛼𝛽ሻ െ 𝛼𝛽𝛾ଶ𝛿 

   ൅ 𝛿ଶሺ𝛼𝛽𝛾 ൅ 𝛽𝛾𝛿 ൅ 𝛾𝛿𝛼 ൅ 𝛿𝛼𝛽ሻ െ 𝛼𝛽𝛾𝛿ଶ 

 ൌ ሺ𝛼ଶ ൅ 𝛽ଶ ൅ 𝛾ଶ ൅ 𝛿ଶሻሺ𝛼𝛽𝛾 ൅ 𝛽𝛾𝛿 ൅ 𝛾𝛿𝛼 ൅ 𝛿𝛼𝛽ሻ െ ሺ𝛼 ൅ 𝛽 ൅ 𝛾 ൅ 𝛿ሻ𝛼𝛽𝛾𝛿 

 ൌ ൫ሺ𝛼 ൅ 𝛽 ൅ 𝛾 ൅ 𝛿ሻଶ െ 2ሺ𝛼𝛽 ൅ 𝛽𝛾 ൅ 𝛾𝛿 ൅ 𝛿𝛼 ൅ 𝛼𝛾 ൅ 𝛿𝛽ሻ൯ሺ𝛼𝛽𝛾 ൅ 𝛽𝛾𝛿 ൅ 𝛾𝛿𝛼 ൅ 𝛿𝛼𝛽ሻ 

   െ ሺ𝛼 ൅ 𝛽 ൅ 𝛾 ൅ 𝛿ሻ𝛼𝛽𝛾𝛿 

 ൌ ሺ𝛼 ൅ 𝛽 ൅ 𝛾 ൅ 𝛿ሻଶሺ𝛼𝛽𝛾 ൅ 𝛽𝛾𝛿 ൅ 𝛾𝛿𝛼 ൅ 𝛿𝛼𝛽ሻ 

   െ 2ሺ𝛼𝛽 ൅ 𝛽𝛾 ൅ 𝛾𝛿 ൅ 𝛿𝛼 ൅ 𝛼𝛾 ൅ 𝛿𝛽ሻሺ𝛼𝛽𝛾 ൅ 𝛽𝛾𝛿 ൅ 𝛾𝛿𝛼 ൅ 𝛿𝛼𝛽ሻ 

   െ ሺ𝛼 ൅ 𝛽 ൅ 𝛾 ൅ 𝛿ሻ𝛼𝛽𝛾𝛿 

 ൌ 𝑒ଵ
ଶ𝑒ଷ െ 2𝑒ଶ𝑒ଷ െ 𝑒ଵ𝑒ସ 
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 ൌ െ2𝑒ଶ𝑒ଷ 
 

  𝛼ଷ𝛽ଷሺ𝛾 ൅ 𝛿ሻ ൅ 𝛽ଷ𝛾ଷሺ𝛿 ൅ 𝛼ሻ ൅ 𝛾ଷ𝛿ଷሺ𝛼 ൅ 𝛽ሻ ൅ 𝛿ଷ𝛼ଷሺ𝛽 ൅ 𝛾ሻ ൅ 𝛼ଷ𝛾ଷሺ𝛽 ൅ 𝛿ሻ ൅ 𝛿ଷ𝛽ଷሺ𝛼 ൅ 𝛾ሻ 

 ൌ 𝛼ଶ𝛽ଶሺ𝛼𝛽𝛾 ൅ 𝛽𝛾𝛿 ൅ 𝛾𝛿𝛼 ൅ 𝛿𝛼𝛽ሻ െ ሺ𝛼ଶ𝛽ଷ𝛾𝛿 ൅ 𝛼ଷ𝛽ଶ𝛾𝛿ሻ 

   ൅ 𝛽ଶ𝛾ଶሺ𝛼𝛽𝛾 ൅ 𝛽𝛾𝛿 ൅ 𝛾𝛿𝛼 ൅ 𝛿𝛼𝛽ሻ െ ሺ𝛼𝛽ଷ𝛾ଶ𝛿 ൅ 𝛼𝛽ଶ𝛾ଷ𝛿ሻ 

   ൅ 𝛾ଶ𝛿ଶሺ𝛼𝛽𝛾 ൅ 𝛽𝛾𝛿 ൅ 𝛾𝛿𝛼 ൅ 𝛿𝛼𝛽ሻ െ ሺ𝛼𝛽𝛾ଷ𝛿ଶ ൅ 𝛼𝛽𝛾ଶ𝛿ଷሻ 

   ൅ 𝛿ଶ𝛼ଶሺ𝛼𝛽𝛾 ൅ 𝛽𝛾𝛿 ൅ 𝛾𝛿𝛼 ൅ 𝛿𝛼𝛽ሻ െ ሺ𝛼ଶ𝛽𝛾𝛿ଷ ൅ 𝛼ଷ𝛽𝛾𝛿ଶሻ 

   ൅ 𝛼ଶ𝛾ଶሺ𝛼𝛽𝛾 ൅ 𝛽𝛾𝛿 ൅ 𝛾𝛿𝛼 ൅ 𝛿𝛼𝛽ሻ െ ሺ𝛼ଷ𝛽𝛾ଶ𝛿 ൅ 𝛼ଶ𝛽𝛾ଷ𝛿ሻ 

   ൅ 𝛿ଶ𝛽ଶሺ𝛼𝛽𝛾 ൅ 𝛽𝛾𝛿 ൅ 𝛾𝛿𝛼 ൅ 𝛿𝛼𝛽ሻ െ ሺ𝛼𝛽ଶ𝛾𝛿ଷ ൅ 𝛼𝛽ଷ𝛾𝛿ଶሻ 

 ൌ ሺ𝛼ଶ𝛽ଶ ൅ 𝛽ଶ𝛾ଶ ൅ 𝛾ଶ𝛿ଶ ൅ 𝛿ଶ𝛼ଶ ൅ 𝛼ଶ𝛾ଶ ൅ 𝛿ଶ𝛽ଶሻሺ𝛼𝛽𝛾 ൅ 𝛽𝛾𝛿 ൅ 𝛾𝛿𝛼 ൅ 𝛿𝛼𝛽ሻ 

   െ ሺ𝛼ଶ𝛽 ൅ 𝛼𝛽ଶ ൅ 𝛽ଶ𝛾 ൅ 𝛽𝛾ଶ ൅ 𝛾ଶ𝛿 ൅ 𝛾𝛿ଶ ൅ 𝛿ଶ𝛼 ൅ 𝛿𝛼ଶ ൅ 𝛼ଶ𝛾 ൅ 𝛼𝛾ଶ ൅ 𝛿ଶ𝛽 ൅ 𝛿𝛽ଶሻ𝛼𝛽𝛾𝛿 

 ൌ ሺሺ𝛼𝛽 ൅ 𝛽𝛾 ൅ 𝛾𝛿 ൅ 𝛿𝛼 ൅ 𝛼𝛾 ൅ 𝛿𝛽ሻଶ െ 2ሺ𝛼 ൅ 𝛽 ൅ 𝛾 ൅ 𝛿ሻሺ𝛼𝛽𝛾 ൅ 𝛽𝛾𝛿 ൅ 𝛾𝛿𝛼 ൅ 𝛿𝛼𝛽ሻ

൅ 8𝛼𝛽𝛾𝛿ሻሺ𝛼𝛽𝛾 ൅ 𝛽𝛾𝛿 ൅ 𝛾𝛿𝛼 ൅ 𝛿𝛼𝛽ሻ 

   െ ൫ሺ𝛼 ൅ 𝛽 ൅ 𝛾 ൅ 𝛿ሻሺ𝛼𝛽 ൅ 𝛽𝛾 ൅ 𝛾𝛿 ൅ 𝛿𝛼 ൅ 𝛼𝛾 ൅ 𝛿𝛽ሻ െ 3ሺ𝛼𝛽𝛾 ൅ 𝛽𝛾𝛿 ൅ 𝛾𝛿𝛼 ൅ 𝛿𝛼𝛽ሻ൯𝛼𝛽𝛾𝛿 

 ൌ ሺ𝛼𝛽 ൅ 𝛽𝛾 ൅ 𝛾𝛿 ൅ 𝛿𝛼 ൅ 𝛼𝛾 ൅ 𝛿𝛽ሻଶሺ𝛼𝛽𝛾 ൅ 𝛽𝛾𝛿 ൅ 𝛾𝛿𝛼 ൅ 𝛿𝛼𝛽ሻ 

   െ 2ሺ𝛼 ൅ 𝛽 ൅ 𝛾 ൅ 𝛿ሻሺ𝛼𝛽𝛾 ൅ 𝛽𝛾𝛿 ൅ 𝛾𝛿𝛼 ൅ 𝛿𝛼𝛽ሻଶ 

   ൅ 8𝛼𝛽𝛾𝛿ሺ𝛼𝛽𝛾 ൅ 𝛽𝛾𝛿 ൅ 𝛾𝛿𝛼 ൅ 𝛿𝛼𝛽ሻ 

   െ ሺ𝛼 ൅ 𝛽 ൅ 𝛾 ൅ 𝛿ሻሺ𝛼𝛽 ൅ 𝛽𝛾 ൅ 𝛾𝛿 ൅ 𝛿𝛼 ൅ 𝛼𝛾 ൅ 𝛿𝛽ሻ𝛼𝛽𝛾𝛿 

   െ 3ሺ𝛼𝛽𝛾 ൅ 𝛽𝛾𝛿 ൅ 𝛾𝛿𝛼 ൅ 𝛿𝛼𝛽ሻ𝛼𝛽𝛾𝛿 

 ൌ ሺ𝛼𝛽 ൅ 𝛽𝛾 ൅ 𝛾𝛿 ൅ 𝛿𝛼 ൅ 𝛼𝛾 ൅ 𝛿𝛽ሻଶሺ𝛼𝛽𝛾 ൅ 𝛽𝛾𝛿 ൅ 𝛾𝛿𝛼 ൅ 𝛿𝛼𝛽ሻ 

   െ 2ሺ𝛼 ൅ 𝛽 ൅ 𝛾 ൅ 𝛿ሻሺ𝛼𝛽𝛾 ൅ 𝛽𝛾𝛿 ൅ 𝛾𝛿𝛼 ൅ 𝛿𝛼𝛽ሻଶ 

   ൅ 5𝛼𝛽𝛾𝛿ሺ𝛼𝛽𝛾 ൅ 𝛽𝛾𝛿 ൅ 𝛾𝛿𝛼 ൅ 𝛿𝛼𝛽ሻ 

   െ ሺ𝛼 ൅ 𝛽 ൅ 𝛾 ൅ 𝛿ሻሺ𝛼𝛽 ൅ 𝛽𝛾 ൅ 𝛾𝛿 ൅ 𝛿𝛼 ൅ 𝛼𝛾 ൅ 𝛿𝛽ሻ𝛼𝛽𝛾𝛿 

 ൌ 𝑒ଶ
ଶ𝑒ଷ െ 2𝑒ଵ𝑒ଷ

ଶ ൅ 5𝑒ଷ𝑒ସ െ 𝑒ଵ𝑒ଶ𝑒ସ 

 ൌ 𝑒ଶ
ଶ𝑒ଷ ൅ 5𝑒ଷ𝑒ସ 

 

  𝛼ଷ𝛽ଷ𝛾ଷ ൅ 𝛽ଷ𝛾ଷ𝛿ଷ ൅ 𝛾ଷ𝛿ଷ𝛼ଷ ൅ 𝛿ଷ𝛼ଷ𝛽ଷ 

 ൌ ሺ𝛼ଶ𝛽ଶ𝛾ଶ ൅ 𝛽ଶ𝛾ଶ𝛿ଶ ൅ 𝛾ଶ𝛿ଶ𝛼ଶ ൅ 𝛿ଶ𝛼ଶ𝛽ଶሻሺ𝛼𝛽𝛾 ൅ 𝛽𝛾𝛿 ൅ 𝛾𝛿𝛼 ൅ 𝛿𝛼𝛽ሻ 

   െ 𝛼ଶ𝛽ଶ𝛾ଶሺ𝛽𝛾𝛿 ൅ 𝛾𝛿𝛼 ൅ 𝛿𝛼𝛽ሻ 

   െ 𝛽ଶ𝛾ଶ𝛿ଶሺ𝛼𝛽𝛾 ൅ 𝛾𝛿𝛼 ൅ 𝛿𝛼𝛽ሻ 

   െ 𝛾ଶ𝛿ଶ𝛼ଶሺ𝛼𝛽𝛾 ൅ 𝛽𝛾𝛿 ൅ 𝛿𝛼𝛽ሻ 

   െ 𝛿ଶ𝛼ଶ𝛽ଶሺ𝛼𝛽𝛾 ൅ 𝛽𝛾𝛿 ൅ 𝛾𝛿𝛼ሻ 

 ൌ ሺሺ𝛼𝛽𝛾 ൅ 𝛽𝛾𝛿 ൅ 𝛾𝛿𝛼 ൅ 𝛿𝛼𝛽ሻଶ െ 2ሺ𝛼𝛽 ൅ 𝛽𝛾 ൅ 𝛾𝛿 ൅ 𝛿𝛼 ൅ 𝛼𝛾 ൅ 𝛿𝛽ሻ𝛼𝛽𝛾𝛿ሻ 

    ∙ ሺ𝛼𝛽𝛾 ൅ 𝛽𝛾𝛿 ൅ 𝛾𝛿𝛼 ൅ 𝛿𝛼𝛽ሻ 

   െ 𝛼ଶ𝛽ଶ𝛾ଶ𝛿ሺ𝛽𝛾 ൅ 𝛾𝛼 ൅ 𝛼𝛽ሻ 
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   െ 𝛽ଶ𝛾ଶ𝛿ଶ𝛼ሺ𝛽𝛾 ൅ 𝛾𝛿 ൅ 𝛿𝛽ሻ 

   െ 𝛾ଶ𝛿ଶ𝛼ଶ𝛽ሺ𝛼𝛾 ൅ 𝛾𝛿 ൅ 𝛿𝛼ሻ 

   െ 𝛿ଶ𝛼ଶ𝛽ଶ𝛾ሺ𝛼𝛽 ൅ 𝛽𝛿 ൅ 𝛿𝛼ሻ 

 ൌ ሺ𝛼𝛽𝛾 ൅ 𝛽𝛾𝛿 ൅ 𝛾𝛿𝛼 ൅ 𝛿𝛼𝛽ሻଷ 

   െ 2𝛼𝛽𝛾𝛿ሺ𝛼𝛽𝛾 ൅ 𝛽𝛾𝛿 ൅ 𝛾𝛿𝛼 ൅ 𝛿𝛼𝛽ሻሺ𝛼𝛽 ൅ 𝛽𝛾 ൅ 𝛾𝛿 ൅ 𝛿𝛼 ൅ 𝛼𝛾 ൅ 𝛿𝛽ሻ 

   െ 𝛼ଶ𝛽ଶ𝛾ଶ𝛿ሺ𝛼𝛽 ൅ 𝛽𝛾 ൅ 𝛾𝛿 ൅ 𝛿𝛼 ൅ 𝛼𝛾 ൅ 𝛿𝛽ሻ ൅ 𝛼ଶ𝛽ଶ𝛾ଶ𝛿ሺ𝛾𝛿 ൅ 𝛿𝛼 ൅ 𝛿𝛽ሻ 

   െ 𝛽ଶ𝛾ଶ𝛿ଶ𝛼ሺ𝛼𝛽 ൅ 𝛽𝛾 ൅ 𝛾𝛿 ൅ 𝛿𝛼 ൅ 𝛼𝛾 ൅ 𝛿𝛽ሻ ൅ 𝛽ଶ𝛾ଶ𝛿ଶ𝛼ሺ𝛼𝛽 ൅ 𝛿𝛼 ൅ 𝛼𝛾ሻ 

   െ 𝛾ଶ𝛿ଶ𝛼ଶ𝛽ሺ𝛼𝛽 ൅ 𝛽𝛾 ൅ 𝛾𝛿 ൅ 𝛿𝛼 ൅ 𝛼𝛾 ൅ 𝛿𝛽ሻ ൅ 𝛾ଶ𝛿ଶ𝛼ଶ𝛽ሺ𝛼𝛽 ൅ 𝛽𝛾 ൅ 𝛿𝛽ሻ 

   െ 𝛿ଶ𝛼ଶ𝛽ଶ𝛾ሺ𝛼𝛽 ൅ 𝛽𝛾 ൅ 𝛾𝛿 ൅ 𝛿𝛼 ൅ 𝛼𝛾 ൅ 𝛿𝛽ሻ ൅ 𝛿ଶ𝛼ଶ𝛽ଶ𝛾ሺ𝛽𝛾 ൅ 𝛾𝛿 ൅ 𝛼𝛾ሻ 

 ൌ ሺ𝛼𝛽𝛾 ൅ 𝛽𝛾𝛿 ൅ 𝛾𝛿𝛼 ൅ 𝛿𝛼𝛽ሻଷ 

   െ 2𝛼𝛽𝛾𝛿ሺ𝛼𝛽𝛾 ൅ 𝛽𝛾𝛿 ൅ 𝛾𝛿𝛼 ൅ 𝛿𝛼𝛽ሻሺ𝛼𝛽 ൅ 𝛽𝛾 ൅ 𝛾𝛿 ൅ 𝛿𝛼 ൅ 𝛼𝛾 ൅ 𝛿𝛽ሻ 

   െ 𝛼ଶ𝛽ଶ𝛾ଶ𝛿ሺ𝛼𝛽 ൅ 𝛽𝛾 ൅ 𝛾𝛿 ൅ 𝛿𝛼 ൅ 𝛼𝛾 ൅ 𝛿𝛽ሻ ൅ 𝛼ଶ𝛽ଶ𝛾ଶ𝛿ଶሺ𝛾 ൅ 𝛼 ൅ 𝛽ሻ 

   െ 𝛽ଶ𝛾ଶ𝛿ଶ𝛼ሺ𝛼𝛽 ൅ 𝛽𝛾 ൅ 𝛾𝛿 ൅ 𝛿𝛼 ൅ 𝛼𝛾 ൅ 𝛿𝛽ሻ ൅ 𝛽ଶ𝛾ଶ𝛿ଶ𝛼ଶሺ𝛽 ൅ 𝛿 ൅ 𝛾ሻ 

   െ 𝛾ଶ𝛿ଶ𝛼ଶ𝛽ሺ𝛼𝛽 ൅ 𝛽𝛾 ൅ 𝛾𝛿 ൅ 𝛿𝛼 ൅ 𝛼𝛾 ൅ 𝛿𝛽ሻ ൅ 𝛾ଶ𝛿ଶ𝛼ଶ𝛽ଶሺ𝛼 ൅ 𝛾 ൅ 𝛿ሻ 

   െ 𝛿ଶ𝛼ଶ𝛽ଶ𝛾ሺ𝛼𝛽 ൅ 𝛽𝛾 ൅ 𝛾𝛿 ൅ 𝛿𝛼 ൅ 𝛼𝛾 ൅ 𝛿𝛽ሻ ൅ 𝛿ଶ𝛼ଶ𝛽ଶ𝛾ଶሺ𝛽 ൅ 𝛿 ൅ 𝛼ሻ 

 ൌ ሺ𝛼𝛽𝛾 ൅ 𝛽𝛾𝛿 ൅ 𝛾𝛿𝛼 ൅ 𝛿𝛼𝛽ሻଷ 

   െ 2𝛼𝛽𝛾𝛿ሺ𝛼𝛽𝛾 ൅ 𝛽𝛾𝛿 ൅ 𝛾𝛿𝛼 ൅ 𝛿𝛼𝛽ሻሺ𝛼𝛽 ൅ 𝛽𝛾 ൅ 𝛾𝛿 ൅ 𝛿𝛼 ൅ 𝛼𝛾 ൅ 𝛿𝛽ሻ 

   െ 𝛼𝛽𝛾𝛿ሺ𝛼𝛽𝛾 ൅ 𝛽𝛾𝛿 ൅ 𝛾𝛿𝛼 ൅ 𝛿𝛼𝛽ሻሺ𝛼𝛽 ൅ 𝛽𝛾 ൅ 𝛾𝛿 ൅ 𝛿𝛼 ൅ 𝛼𝛾 ൅ 𝛿𝛽ሻ 

   ൅ 3𝛼ଶ𝛽ଶ𝛾ଶ𝛿ଶሺ𝛼 ൅ 𝛽 ൅ 𝛾 ൅ 𝛿ሻ 

 ൌ ሺ𝛼𝛽𝛾 ൅ 𝛽𝛾𝛿 ൅ 𝛾𝛿𝛼 ൅ 𝛿𝛼𝛽ሻଷ 

   െ 3𝛼𝛽𝛾𝛿ሺ𝛼𝛽𝛾 ൅ 𝛽𝛾𝛿 ൅ 𝛾𝛿𝛼 ൅ 𝛿𝛼𝛽ሻሺ𝛼𝛽 ൅ 𝛽𝛾 ൅ 𝛾𝛿 ൅ 𝛿𝛼 ൅ 𝛼𝛾 ൅ 𝛿𝛽ሻ 

   ൅ 3𝛼ଶ𝛽ଶ𝛾ଶ𝛿ଶሺ𝛼 ൅ 𝛽 ൅ 𝛾 ൅ 𝛿ሻ 

 ൌ 𝑒ଷ
ଷ െ 3𝑒ଶ𝑒ଷ𝑒ସ ൅ 3𝑒ଵ𝑒ସ

ଶ 

 ൌ 𝑒ଷ
ଷ െ 3𝑒ଶ𝑒ଷ𝑒ସ 

となる。 
 
以上より、 

  𝐷 𝑎଺⁄ ൌ ሺ𝛼 െ 𝛽ሻଶሺ𝛽 െ 𝛾ሻଶሺ𝛾 െ 𝛿ሻଶሺ𝛿 െ 𝛼ሻଶሺ𝛼 െ 𝛾ሻଶሺ𝛽 െ 𝛿ሻଶ 

 ൌ 𝑒ଷ
ସ െ 4𝑒ଷ

ଷሺ𝛼ଷ ൅ 𝛽ଷ ൅ 𝛾ଷ ൅ 𝛿ଷሻ 

   ൅ 4𝑒ଶ
ଷ𝑒ଷ

ଶ 

   ൅ 8𝑒ଶ𝑒ଷ
ଶ൫𝛼ଷሺ𝛽 ൅ 𝛾 ൅ 𝛿ሻ ൅ 𝛽ଷሺ𝛼 ൅ 𝛾 ൅ 𝛿ሻ ൅ 𝛾ଷሺ𝛼 ൅ 𝛽 ൅ 𝛿ሻ ൅ 𝛿ଷሺ𝛼 ൅ 𝛽 ൅ 𝛾ሻ൯ 

   ൅ 16𝑒ଷ
ଶሺ𝛼ଷ𝛽ଷ ൅ 𝛽ଷ𝛾ଷ ൅ 𝛾ଷ𝛿ଷ ൅ 𝛿ଷ𝛼ଷ ൅ 𝛼ଷ𝛾ଷ ൅ 𝛿ଷ𝛽ଷሻ 

   െ 8𝑒ଶ
ଷ𝑒ଷ

ଶ 

   െ 16𝑒ଶ
ଶ𝑒ଷ൫𝛼ଷሺ𝛽𝛾 ൅ 𝛾𝛿 ൅ 𝛿𝛽ሻ ൅ 𝛽ଷሺ𝛾𝛿 ൅ 𝛿𝛼 ൅ 𝛼𝛾ሻ ൅ 𝛾ଷሺ𝛼𝛽 ൅ 𝛿𝛼 ൅ 𝛿𝛽ሻ ൅ 𝛿ଷሺ𝛼𝛽 ൅ 𝛽𝛾 ൅ 𝛼𝛾ሻ൯ 
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   െ 32𝑒ଶ𝑒ଷ൫𝛼ଷ𝛽ଷሺ𝛾 ൅ 𝛿ሻ ൅ 𝛽ଷ𝛾ଷሺ𝛿 ൅ 𝛼ሻ ൅ 𝛾ଷ𝛿ଷሺ𝛼 ൅ 𝛽ሻ ൅ 𝛿ଷ𝛼ଷሺ𝛽 ൅ 𝛾ሻ ൅ 𝛼ଷ𝛾ଷሺ𝛽 ൅ 𝛿ሻ

൅ 𝛿ଷ𝛽ଷሺ𝛼 ൅ 𝛾ሻ൯ 

   െ 64𝑒ଷሺ𝛼ଷ𝛽ଷ𝛾ଷ ൅ 𝛽ଷ𝛾ଷ𝛿ଷ ൅ 𝛾ଷ𝛿ଷ𝛼ଷ ൅ 𝛿ଷ𝛼ଷ𝛽ଷሻ 

   ൅ 16𝑒ଶ
ସ𝑒ସ 

   ൅ 32𝑒ଶ
ଷ𝑒ସሺ𝛼ଶ ൅ 𝛽ଶ ൅ 𝛾ଶ ൅ 𝛿ଶሻ  

   ൅ 64𝑒ଶ
ଶ𝑒ସሺ𝛼ଶ𝛽ଶ ൅ 𝛽ଶ𝛾ଶ ൅ 𝛾ଶ𝛿ଶ ൅ 𝛿ଶ𝛼ଶ ൅ 𝛼ଶ𝛾ଶ ൅ 𝛿ଶ𝛽ଶሻ 

   ൅ 128𝑒ଶ𝑒ସሺ𝛼ଶ𝛽ଶ𝛾ଶ ൅ 𝛽ଶ𝛾ଶ𝛿ଶ ൅ 𝛾ଶ𝛿ଶ𝛼ଶ ൅ 𝛿ଶ𝛼ଶ𝛽ଶሻ 

   ൅ 256𝑒ସ
ଷ 

 ൌ 𝑒ଷ
ସ െ 4𝑒ଷ

ଷ ∙ 3𝑒ଷ 

   ൅ 4𝑒ଶ
ଷ𝑒ଷ

ଶ 

   ൅ 8𝑒ଶ𝑒ଷ
ଶሺെ2𝑒ଶ

ଶ ൅ 4𝑒ସሻ 

   ൅ 16𝑒ଷ
ଶሺ𝑒ଶ

ଷ െ 3𝑒ଶ𝑒ସ ൅ 3𝑒ଷ
ଶሻ 

   െ 8𝑒ଶ
ଷ𝑒ଷ

ଶ 

   െ 16𝑒ଶ
ଶ𝑒ଷ ∙ ሺെ2𝑒ଶ𝑒ଷሻ 

   െ 32𝑒ଶ𝑒ଷሺ𝑒ଶ
ଶ𝑒ଷ ൅ 5𝑒ଷ𝑒ସሻ 

   െ 64𝑒ଷሺ𝑒ଷ
ଷ െ 3𝑒ଶ𝑒ଷ𝑒ସሻ 

   ൅ 16𝑒ଶ
ସ𝑒ସ 

   ൅ 32𝑒ଶ
ଷ𝑒ସሺെ2𝑒ଶሻ  

   ൅ 64𝑒ଶ
ଶ𝑒ସሺ𝑒ଶ

ଶ ൅ 2𝑒ସሻ 

   ൅ 128𝑒ଶ𝑒ସሺ𝑒ଷ
ଶ െ 2𝑒ଶ𝑒ସሻ 

   ൅ 256𝑒ସ
ଷ 

 ൌ 𝑒ଷ
ସ െ 12𝑒ଷ

ସ 

   ൅ 4𝑒ଶ
ଷ𝑒ଷ

ଶ 

   െ 16𝑒ଶ
ଷ𝑒ଷ

ଶ ൅ 32𝑒ଶ𝑒ଷ
ଶ𝑒ସ 

   ൅ 16𝑒ଶ
ଷ𝑒ଷ

ଶ െ 48𝑒ଶ𝑒ଷ
ଶ𝑒ସ ൅ 48𝑒ଷ

ସ 

   െ 8𝑒ଶ
ଷ𝑒ଷ

ଶ 

   ൅ 32𝑒ଶ
ଷ𝑒ଷ

ଶ 

   െ 32𝑒ଶ
ଷ𝑒ଷ

ଶ െ 160𝑒ଶ𝑒ଷ
ଶ𝑒ସ 

   െ 64𝑒ଷ
ସ ൅ 192𝑒ଶ𝑒ଷ

ଶ𝑒ସ 

   ൅ 16𝑒ଶ
ସ𝑒ସ 

   െ 64𝑒ଶ
ସ𝑒ସ  

   ൅ 64𝑒ଶ
ସ𝑒ସ ൅ 128𝑒ଶ

ଶ𝑒ସ
ଶ 

   ൅ 128𝑒ଶ𝑒ଷ
ଶ𝑒ସ െ 256𝑒ଶ

ଶ𝑒ସ
ଶ 

   ൅ 256𝑒ସ
ଷ 
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 ൌ 𝑒ଷ
ସ െ 12𝑒ଷ

ସ ൅ 48𝑒ଷ
ସ െ 64𝑒ଷ

ସ 

   ൅ 4𝑒ଶ
ଷ𝑒ଷ

ଶ െ 16𝑒ଶ
ଷ𝑒ଷ

ଶ ൅ 16𝑒ଶ
ଷ𝑒ଷ

ଶ െ 8𝑒ଶ
ଷ𝑒ଷ

ଶ ൅ 32𝑒ଶ
ଷ𝑒ଷ

ଶ െ 32𝑒ଶ
ଷ𝑒ଷ

ଶ 

   ൅ 32𝑒ଶ𝑒ଷ
ଶ𝑒ସ െ 48𝑒ଶ𝑒ଷ

ଶ𝑒ସ െ 160𝑒ଶ𝑒ଷ
ଶ𝑒ସ ൅ 192𝑒ଶ𝑒ଷ

ଶ𝑒ସ ൅ 128𝑒ଶ𝑒ଷ
ଶ𝑒ସ 

   ൅ 16𝑒ଶ
ସ𝑒ସ െ 64𝑒ଶ

ସ𝑒ସ ൅ 64𝑒ଶ
ସ𝑒ସ 

   ൅ 128𝑒ଶ
ଶ𝑒ସ

ଶ െ 256𝑒ଶ
ଶ𝑒ସ

ଶ 

   ൅ 256𝑒ସ
ଷ 

 ൌ െ27𝑒ଷ
ସ െ 4𝑒ଶ

ଷ𝑒ଷ
ଶ ൅ 144𝑒ଶ𝑒ଷ

ଶ𝑒ସ ൅ 16𝑒ଶ
ସ𝑒ସ െ 128𝑒ଶ

ଶ𝑒ସ
ଶ ൅ 256𝑒ସ

ଷ 

となる。ゆえに、 

  𝐷 ൌ 𝑎଺ሺ𝛼 െ 𝛽ሻଶሺ𝛽 െ 𝛾ሻଶሺ𝛾 െ 𝛿ሻଶሺ𝛿 െ 𝛼ሻଶሺ𝛼 െ 𝛾ሻଶሺ𝛽 െ 𝛿ሻଶ 

     ൌ 𝑎଺ሺെ27𝑒ଷ
ସ െ 4𝑒ଶ

ଷ𝑒ଷ
ଶ ൅ 144𝑒ଶ𝑒ଷ

ଶ𝑒ସ ൅ 16𝑒ଶ
ସ𝑒ସ െ 128𝑒ଶ

ଶ𝑒ସ
ଶ ൅ 256𝑒ସ

ଷሻ 

     ൌ 𝑎଺ ቆെ27 ൬െ
𝑑
𝑎

൰
ସ

െ 4 ቀ
𝑐
𝑎

ቁ
ଷ

൬െ
𝑑
𝑎

൰
ଶ

൅ 144 ቀ
𝑐
𝑎

ቁ ൬െ
𝑑
𝑎

൰
ଶ

ቀ
𝑒
𝑎

ቁ ൅ 16 ቀ
𝑐
𝑎

ቁ
ସ

ቀ
𝑒
𝑎

ቁ െ 128 ቀ
𝑐
𝑎

ቁ
ଶ

ቀ
𝑒
𝑎

ቁ
ଶ

൅ 256 ቀ
𝑒
𝑎

ቁ
ଷ

ቇ 

     ൌ െ27𝑎ଶ𝑑ସ െ 4𝑎𝑐ଷ𝑑ଶ ൅ 144𝑎ଶ𝑐𝑑ଶ𝑒 ൅ 16𝑎𝑐ସ𝑒 െ 128𝑎ଶ𝑐ଶ𝑒ଶ ൅ 256𝑎ଷ𝑒ଷ 

を得る。 
 

以上 


