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4次方程式の判別式

実数を係数とする4次方程式
ସ ଷ ଶ

の判別式は、方程式の4つの解を として
଺ ଶ ଶ ଶ ଶ ଶ ଶ

で定義される。これを方程式の係数で表すと
ଷ ଷ ଶ ଶ ଶ ଶ ଶ

ଶ ଶ ଶ ସ ଶ ଶ ଶ ଷ ଷ

ଷ ଶ ଶ ଷ ଶ ସ ସ ଶ

ଷ ଷ ଶ ଶ ଶ ଶ

となる。本稿では、この16項からなる複雑な式が表しているものを
繙いてみる。
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4次方程式の判別式

2次方程式の判別式
ଶ ଶ

は方程式の2つの解 の差積の2乗であり、3次方程式の判別式
ସ ଶ ଶ ଶ

は方程式の3つの解 の3個の差積の2乗の積であるが、 4次
方程式の判別式

଺ ଶ ଶ ଶ ଶ ଶ ଶ

は方程式の4つの解 の6個の差積の2乗の積であるから、
判別式の符号だけからは、実数解の個数はわからない。
（ ならば重解をもつことはわかる）
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特殊な場合

4次方程式 ସ ଷ ଶ の判別式
ଷ ଷ ଶ ଶ ଶ ଶ ଶ

ଶ ଶ ଶ ସ ଶ ଶ ଶ ଷ ଷ

ଷ ଶ ଶ ଷ ଶ ସ ସ ଶ

ଷ ଷ ଶ ଶ ଶ ଶ

は、 のとき
ଷ ଷ ଶ ଶ ଶ ସ ଷ ଶ ଶ ସ ଶ ଶ

ଶ ଶ ଶ ଷ ଶ ଶ ଶ

と少し簡単になる。
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特殊な場合

4次方程式 ସ ଷ ଶ の判別式
ଷ ଷ ଶ ଶ ଶ ଶ ଶ

ଶ ଶ ଶ ସ ଶ ଶ ଶ ଷ ଷ

ଷ ଶ ଶ ଷ ଶ ସ ସ ଶ

ଷ ଷ ଶ ଶ ଶ ଶ

は、 のとき
ଶ ଶ ଶ ଷ ଷ ଷ ଶ ଶ ସ ଷ

ଶ ଶ ଶ ଷ ଷ ଶ ଶ

となる。右辺の括弧内は、3次方程式 ଷ ଶ の
判別式である。
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特殊な場合

4次方程式 ସ ଷ ଶ の判別式
ଷ ଷ ଶ ଶ ଶ ଶ ଶ

ଶ ଶ ଶ ସ ଶ ଶ ଶ ଷ ଷ

ଷ ଶ ଶ ଷ ଶ ସ ସ ଶ

ଷ ଷ ଶ ଶ ଶ ଶ

は、 のとき
ଷ ଶ ଶ ସ ଶ ଷ ଶ ଶ

となる。右辺に現れる ଷ ଶ ଶ は、3次方程式 ଷ

の判別式である。
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特殊な場合

4次方程式 ସ ଷ ଶ の判別式
ଷ ଷ ଶ ଶ ଶ ଶ ଶ

ଶ ଶ ଶ ସ ଶ ଶ ଶ ଷ ଷ

ଷ ଶ ଶ ଷ ଶ ସ ସ ଶ

ଷ ଷ ଶ ଶ ଶ ଶ

は、 とすると
ଶ ଶ ଶ ଷ ଷ ଶ ଷ ସ ଶ ଷ

ଶ ଶ ଶ ଷ ଷ ଶ ଶ

となる。右辺の括弧内は、3次方程式 ଷ ଶ の
判別式である。



7Kagoshima University wata104@eee

特殊な場合

4次方程式 ସ ଷ ଶ の判別式
ଷ ଷ ଶ ଶ ଶ ଶ ଶ

ଶ ଶ ଶ ସ ଶ ଶ ଶ ଷ ଷ

ଷ ଶ ଶ ଷ ଶ ସ ସ ଶ

ଷ ଷ ଶ ଶ ଶ ଶ

は、 とすると
ଷ ଷ ସ ଶ ଶ ଷ ଶ ଶ

となる。右辺に現れる ଷ ଶ ଶ は、3次方程式 ଷ

の判別式である。
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特殊な場合

4次方程式 ସ ଷ ଶ の判別式
ଷ ଷ ଶ ଶ ଶ ଶ ଶ

ଶ ଶ ଶ ସ ଶ ଶ ଶ ଷ ଷ

ଷ ଶ ଶ ଷ ଶ ସ ସ ଶ

ଷ ଷ ଶ ଶ ଶ ଶ

は、 とすると
ଶ ଶ ଶ ଷ ଷ ଶ ଶ ଶ

となる。右辺に現れる ଶ は、2次方程式 ଶ の
判別式である。
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特殊な場合

4次方程式 ସ ଷ ଶ の判別式
ଷ ଷ ଶ ଶ ଶ ଶ ଶ

ଶ ଶ ଶ ସ ଶ ଶ ଶ ଷ ଷ

ଷ ଶ ଶ ଷ ଶ ସ ସ ଶ

ଷ ଷ ଶ ଶ ଶ ଶ

は、 のとき
ଷ ଷ ଶ ଶ ଶ ସ ଶ ଶ

となる。右辺に現れる ଶ は、2次方程式 ଶ の
判別式である。
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判別式の項の分類（仮）

以上より、4次方程式 ସ ଷ ଶ の判別式
ଷ ଷ ଶ ଶ ଶ ଶ ଶ

ଶ ଶ ଶ ସ ଶ ଶ ଶ ଷ ଷ

ଷ ଶ ଶ ଷ ଶ ସ ସ ଶ

ଷ ଷ ଶ ଶ ଶ ଶ

の16個の項は、2次方程式の判別式に由来する3個の項（赤字）と、3次
方程式の判別式に由来する8個の項（青字）を含んでいて、残りの

ଶ ଶ ଶ ଶ ଶ ଶ ଶ ଶ ଶ

の5個が4次方程式に特徴的な項だと言えそうである。
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4次方程式
ସ ଷ ଶ

は のとき だから、両辺を ସ で割って

ଶ ଷ ସ
ସ とおくと

ସ ଷ ଶ

となる。この方程式の判別式は、元の方程式の判別式と符号が一致
するはずである。これが任意の ,  ,  ,  ,  に対して成り立つためには、

、 を同時に入れ替えても判別式の形は変わらないことが必
要である。

判別式の性質
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実際、4次方程式の判別式
ଷ ଷ ଶ ଶ ଶ ଶ ଶ

ଶ ଶ ଶ ସ ଶ ଶ ଶ ଷ ଷ

ଷ ଶ ଶ ଷ ଶ ସ ସ ଶ

ଷ ଷ ଶ ଶ ଶ ଶ

は と の次数、 と の次数が等しい項（1‐2行目）と、 と の次数、
と の次数が入れ替わっていて係数が等しい項のペア（3‐4行目）か

らなっていて、 、 を同時に入れ替えても判別式の形は変わら
ないという性質をもっている。

判別式の性質
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解と係数の関係

4次方程式 ସ ଷ ଶ の4つの解を
とすると、方程式は

の形で表せるはずである。左辺を展開すると

ଶ ଶ

ସ ଷ ଶ

となる。
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解と係数の関係

各項の係数を比較して、解と係数の関係を得る。
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判別式の性質

,  ,  ,  についての次数を考えると
ଶ ଶ ଶ ଶ ଶ ଶ

は12次の項のみで表されるはずである。いっぽう、対称式

はそれぞれ1次、2次、3次、4次だから、判別式 を展開したときに含ま
れる項は次数から限定される。
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判別式の性質

4次方程式の判別式 を展開したときに含まれる可能性がある項は、
次数による限定および 、 を同時に入れ替えても判別式の形
は変わらないという性質を考えて

ଷ ଷ,
ଶ ଶ,  ଶ ଶ ଶ,  ଶ ଶ,  ସ ଶ, 
ଶ ଶ ,  ଶ ଶ ,  ଶ ,  ଷ ,  ସ ,  ଶ ଷ , 
ଶ ସ,  ଷ,  ଷ ଷ,  ଷ ଶ,  ଶ ଶ ଶ,  ସ ,  ଺

の18通りに限られる。実際の判別式は、上記のうち ସ と ଺ を除く
16項からなっている。



17Kagoshima University wata104@eee

まとめ

4次方程式 ସ ଷ ଶ の判別式は
ଷ ଷ ଶ ଶ ଶ ଶ ଶ

ଶ ଶ ଶ ସ ଶ ଶ ଶ ଷ ଷ

ଷ ଶ ଶ ଷ ଶ ସ ସ ଶ

ଷ ଷ ଶ ଶ ଶ ଶ

と表される。

この判別式は 、 を同時に入れ替えても形が変わらない。

その性質と次数の関係から、含まれる可能性がある18通りの項のうち
ସ と ଺ を除く16項からなっている。

16項のうち、3項（赤字）は2次方程式の判別式に、8項（青字）は3次方
程式の判別式に由来すると言えそうである。
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付録：判別式の計算（概略）

4次方程式
ସ ଷ ଶ

の4つの解を として
଺ ଶ ଶ ଶ ଶ ଶ ଶ

を の基本対称式

ଵ

ଶ

ଷ

ସ
で表す。
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付録：判別式の計算（概略）

まず、

ଷ ଶ ଵ
ଶ ଷ

ଷ ଶ ଵ
ଶ ଷ

ଷ ଶ ଵ
ଶ ଷ

ଷ ଶ ଵ
ଶ ଷ

である。ここで、 の場合を考えると ଵ より

ଷ ଶ
ଷ

ଷ ଶ
ଷ

ଷ ଶ
ଷ

ଷ ଶ
ଷ

計算の詳細は別資料を参照
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付録：判別式の計算（概略）

したがって、
ଶ ଶ ଶ ଶ ଶ ଶ

ଷ ଶ
ଷ

ଷ ଶ
ଷ

ଷ ଶ
ଷ

ଷ ଶ
ଷ

ଷ
ସ

ଷ
ଷ
ଵ ଶ

ଷ
ଷ
ଶ

ଶ ଷ
ଶ
ଶ ଷ

ଶ
ଷ ଶ

ଷ
ଷ
ଶ

ଶ
ଶ

ଷ ସ ଶ ଷ ହ ଷ ଺ ଶ
ସ

ସ

ଶ
ଷ

ସ ଻ ଶ
ଶ

ସ ଼ ଶ ସ ଽ ସ
ଷ

ここで、 ଵ ～ ଽ は次に示すような の対称式であり、基本対称
式 ଵ ଶ ଷ ସ を用いて表せる。

計算の詳細は別資料を参照
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付録：判別式の計算（概略）

ଵ のとき

ଵ
ଷ ଷ ଷ ଷ

ଵ
ଷ

ଵ ଶ ଷ ଷ

ଶ
ଷ ଷ ଷ ଷ

ଵ
ଶ

ଶ ଶ
ଶ

ଵ ଷ ସ ଶ
ଶ

ସ

ଷ
ଷ ଷ ଷ ଷ ଷ ଷ ଷ ଷ ଷ ଷ ଷ ଷ

ଶ
ଷ

ଵ ଶ ଷ ଶ ସ ଵ
ଶ

ସ ଷ
ଶ＝ ଶ

ଷ
ଶ ସ ଷ

ଶ

ସ
ଷ ଷ

ଷ ଷ

ଵ
ଶ

ଷ ଶ ଷ ଵ ସ ଶ ଷ

計算の詳細は別資料を参照
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付録：判別式の計算（概略）

ହ
ଷ ଷ ଷ ଷ ଷ ଷ ଷ ଷ

ଷ ଷ ଷ ଷ

ଶ
ଶ

ଷ ଵ ଷ
ଶ

ଷ ସ ଵ ଶ ସ ଶ
ଶ

ଷ ଷ ସ

଺
ଷ ଷ ଷ ଷ ଷ ଷ ଷ ଷ ଷ ଷ ଷ ଷ

ଷ
ଷ

ଶ ଷ ସ ଵ ସ
ଶ

ଷ
ଷ

ଶ ଷ ସ

଻
ଶ ଶ ଶ ଶ

ଵ
ଶ

ଶ ଶ

଼
ଶ ଶ ଶ ଶ ଶ ଶ ଶ ଶ ଶ ଶ ଶ ଶ

ଶ
ଶ

ଵ ଷ ସ ଶ
ଶ

ସ

ଽ
ଶ ଶ ଶ ଶ ଶ ଶ ଶ ଶ ଶ ଶ ଶ ଶ

ଷ
ଶ

ଶ ସ

計算の詳細は別資料を参照
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付録：判別式の計算（概略）

ଵ ～ ଽ の表式を代入すると
ଶ ଶ ଶ ଶ ଶ ଶ

ଷ
ସ

ଷ
ଷ

ଷ ଶ
ଷ

ଷ
ଶ

ଶ ଷ
ଶ

ଶ
ଶ

ସ

ଷ
ଶ

ଶ
ଷ

ଶ ସ ଷ
ଶ

ଶ
ଷ

ଷ
ଶ

ଶ
ଶ

ଷ ଶ ଷ ଶ ଷ ଶ
ଶ

ଷ ଷ ସ

ଷ ଷ
ଷ

ଶ ଷ ସ ଶ
ସ

ସ

ଶ
ଷ

ସ ଶ ଶ
ଶ

ସ ଶ
ଶ

ସ

ଶ ସ ଷ
ଶ

ଶ ସ ସ
ଷ
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付録：判別式の計算（概略）（つづき）

ଷ
ସ

ଶ
ଷ

ଷ
ଶ

ଶ ଷ
ଶ

ସ

ଶ
ସ

ସ

ଶ
ଶ

ସ
ଶ

ସ
ଷ

ଷ
ସ

ଶ
ଷ

ଷ
ଶ

ଶ ଷ
ଶ

ସ ଶ
ସ

ସ ଶ
ଶ

ସ
ଶ

ସ
ଷ
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付録：判別式の計算（概略）

解と係数の関係を用いて
଺ ଶ ଶ ଶ ଶ ଶ ଶ

଺
ଷ
ସ

ଶ
ଷ

ଷ
ଶ

ଶ ଷ
ଶ

ସ

ଶ
ସ

ସ ଶ
ଶ

ସ
ଶ

ସ
ଷ

଺
ସ ଷ ଶ ଶ

ସ ଶ ଶ ଷ

ଶ ସ ଷ ଶ ଶ ଶ

ସ ଶ ଶ ଶ ଷ ଷ
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付録：デカルトの解法

4次方程式
ସ ଷ ଶ

の両辺を で割って

ସ ଷ ଶ

とおくと

ସ ଷ ଶ
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付録：デカルトの解法

左辺を展開して

ସ ଷ
ଶ

ଶ
ଶ

ଷ

ଷ

ସ

ସ

ଷ ଶ
ଶ

ଶ

ଷ

ଷ
ଶ

ଶ

ଶ

ସ
ଶ

ଶ

ଶ

ଶ
ଶ

ଷ

ଷ

ଷ

ଷ ଶ

ସ

ସ

ସ

ସ

ଶ

ଷ ଶ



28Kagoshima University wata104@eee

付録：デカルトの解法（つづき）

ସ
ଶ

ଶ
ଶ

ଷ

ଷ ଶ

ସ

ସ

ଶ

ଷ ଶ

ସ ଶ

とおく。ここで、
ଶ

ଶ

ଷ

ଷ ଶ
ସ

ସ

ଶ

ଷ ଶ

である。
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付録：デカルトの解法

さらに
ସ ଶ ଶ ଶ

ସ ଶ

とおいて係数を比較すると

である。
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付録：デカルトの解法

ここで、 を
ଶ

に代入して
ଶ

ଷ ଶ

同様に、
ଶ

に代入して
ଶ

ଷ ଶ
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付録：デカルトの解法

したがって、
ଶ ଶ ଶ ଶ

ଶ ଶ ଶ ଶ

ここで、 ଶ とおくと
ଶ ଶ ଷ ଶ ଶ ଶ

ଷ ଶ ଶ ଶ

これは元の4次方程式の3次分解方程式である。
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付録：3次分解方程式

さらに、 とおくと

ଷ ଶ ଶ ଶ

より
ଷ ଶ

ଶ ଶ

左辺を展開して整理すると

ଷ ଶ
ଶ ଷ

ଶ
ଶ

ଶ ଶ
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付録：3次分解方程式（つづき）

ଷ
ଶ ଶ

ଶ
ଷ ଷ ଷ

ଶ

ଷ
ଶ ଷ

ଶ

となり、2次の項をもたない3次分解方程式を得る。
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付録：3次分解方程式の判別式

この3次分解方程式の判別式は

ଷ

ଶ ଷ ଷ
ଶ

ଶ

ଶ ଷ ଷ ଶ ଶ

ଶ ଷ ଷ ଶ ଶ

଺ ସ ଶ ଶ ଶ ଷ ଷ

଺ ଶ ଶ ଶ ଶ ଶ ସ ଶ ଷ ଶ

p. 28以降では
この表式を用いて
判別式を計算する
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付録：3次分解方程式の判別式（つづき）

ସ ଶ ଶ ଶ ଷ ଷ

ଶ ଶ ଶ ଶ ଶ ଶ ସ ଶ ଷ ଶ

ସ ଶ ଶ ଶ ଷ ଷ

ଶ ଶ ଶ ଷ ଶ

ସ ଶ ଶ ଶ ଷ ଷ ଶ ଶ ଷ ଶ

ସ ଶ ଶ ଷ ଶ ଶ ଷ ଶ

ସ ଶ ଶ ଷ ଷ ଶ ଶ ଶ

ଶ ଶ ଶ ଷ ଶ
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付録：3次分解方程式の判別式

以下、
ଶ

ଶ

ଷ

ଷ ଶ
ସ

ସ

ଶ

ଷ ଶ

より

ଷ
ଶ ଷ ଷ ଶ ଶ

を計算する。
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付録：3次分解方程式の判別式

ଶ
ଶ

ଶ

ଶ ସ

ସ

ଶ

ଷ ଶ

ସ

ଶ

ଶ

ଷ

ଶ

ଶ

ସ

ସ

ଶ

ଷ ଶ
ଶ

ଶ ଶ
ଶ

ଶ

ଶ ଷ
ଶ ଷ

଺
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付録：3次分解方程式の判別式

ଷ
ଶ

ଶ

ଷ

଺

଺

ସ

ହ

ଶ ଶ

ସ

ଷ

ଷ

଺

଺

ସ

ହ

ଶ ଶ

ସ

ଷ

ଷ
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付録：3次分解方程式の判別式

ଶ

ଶ

ସ

ସ

ଶ

ଷ ଶ

ଶ

ଶ

ସ

ସ

ଶ

ଷ ଶ

଺

଺

ସ

ହ

ଷ

ସ

ଶ

ଷ

ସ

ହ

ଶ ଶ

ସ ଷ ଶ

଺

଺

ସ

ହ

ଶ ଶ

ସ

ଷ

ସ

ଶ

ଷ ଷ ଶ
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付録：3次分解方程式の判別式

ଶ
ଷ

ଷ ଶ

ଶ

଺

଺

ଶ ଶ

ସ

ଶ

ଶ

ସ

ହ ଷ

ଷ

ସ

଺

଺

ସ

ହ

ଶ ଶ

ସ

ଷ

ସ ଷ

ଶ

ଶ

଺

଺

ସ

ହ

ଶ ଶ

ସ

ଷ

ସ ଷ

ଶ

ଶ
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付録：3次分解方程式の判別式

したがって、

ଷ ଶ
଺

଺

ସ

ହ

ଶ ଶ

ସ

ଷ

ଷ
଺

଺

ସ

ହ

ଶ ଶ

ସ

ଷ

ସ

ଶ

ଷ ଷ ଶ
଺

଺

ସ

ହ

ଶ ଶ

ସ

ଷ

ସ ଷ

ଶ

ଶ

଺
଺

ହ
ସ

ସ
ଶ ଶ

ଷ

ଷ

ଶ

ଷ ଷ ଶ

ଶ

ଶ
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付録：3次分解方程式の判別式（つづき）

ଷ

ଷ

ଶ

ଷ ଷ ଶ

ଶ

ଶ
ଷ ଶ ଶ

ଷ

ଷ ଶ ଶ
ଷ ଶ ଶ ଶ

଺
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付録：3次分解方程式の判別式

଺ ଶ ଷ ଶ ଷ

଺ ଷ ଷ ଷ ଷ ଷ

ସ ସ ଶ ଶ ଶ ଶ ଶ

ଶ ଶ ଶ ଶ ଶ ଶ ଶ ଶ

および
଺ ଷ ଶ ଶ ଷ ଶ ଶ ଶ

଺ ଶ ସ ଶ ଶ ଶ ଶ ଶ ଶ ଶ ଶ ଶ ଶ ସ

ଶ ଷ ସ ସ ଷ ଶ

ଷ ଶ ଶ ଶ ଶ ଶ

ଶ ଷ ଶ ଶ
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付録：3次分解方程式の判別式

より
଺ ଶ ଷ ଷ ଶ ଶ

଺ ଷ ଷ ସ ଷ ଷ

ସ ସ ଶ ଶ ଶ ଶ ଶ

ଶ ଶ ଶ ଶ ଷ ଶ ଶ ଶ

଺ ଶ ସ ଶ ଶ ଶ ଶ ଶ ଶ ଶ ଶ ଶ ଶ ସ

ଶ ଷ ସ ସ ଷ ଶ

ଷ ଶ ଶ ଶ ଶ ଶ

ଶ ଷ ଶ ଶ

ここで 𝑐଺ と 𝑏𝑐ସ𝑑の項が消える
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付録：3次分解方程式の判別式（つづき）

ଷ ଷ ସ ଷ ଷ ଷ ଶ ଶ

ସ ସ ଶ ଶ ଶ ଶ ଶ ଶ

ଶ ଶ ଶ ଶ ଶ ଶ ଶ ଶ ଶ ଶ ଶ ଶ ଶ

ଶ ଶ

ଶ ସ ଶ ଶ ଶ ସ ଶ ଷ ଷ ଶ

ଷ ଷ

ଶ ଶ ଶ ଶ
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付録：3次分解方程式の判別式（つづき）

ଷ ଷ ଷ ଷ ଶ ଶ

ସ ଶ ଶ ଶ

ଶ ଶ ଶ ଶ ଶ ଶ

ଶ

ଶ ସ ଶ ଶ ଶ ସ ଶ ଷ ଷ ଶ

ଷ ଷ

ଶ ଶ ଶ ଶ
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付録：3次分解方程式の判別式（つづき）

ଷ ଷ ଷ ଷ ଶ ଶ

ସ ଶ ଶ ଶ ଶ ଶ ଶ ଶ ଶ ଶ

ସ ଶ ଶ ସ ଶ ଷ ଷ ଶ

ଷ ଷ ଶ ଶ ଶ ଶ

ଷ ଷ ଶ ଶ ଶ ଶ ଶ

ଶ ଶ ଶ ସ ଶ ଶ ଶ ଷ ଷ

ଷ ଶ ଶ ଷ ଶ ସ ସ ଶ

ଷ ଷ ଶ ଶ ଶ ଶ


