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3次方程式の判別式

実数を係数とする3次方程式
ଷ ଶ

の判別式は、方程式の3つの解を として
ସ ଶ ଶ ଶ

で定義される。本稿では、この判別式が、方程式の係数を用いて
ଶ ଶ ଷ ଷ ଶ ଶ

と表されることを示す。
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3次方程式の判別式

実数を係数とする3次方程式 ଷ ଶ の判別式を、
方程式の3つの解 により

ସ ଶ ଶ ଶ

と定義する。 が異なる3つの実数解であるとき
ସ ଶ ଶ ଶ

である。また、 のうち重解があるとき
ସ ଶ ଶ ଶ

である。いっぽう、 が実数解で が虚数解であるとき
は互いに複素共役で であるから

ସ ଶ ଶ ଶ ସ ସ ଶ

ଶ ସ ଶ

2次方程式の判別式の
定義については補足を参照

複素数 𝑧 ൌ 𝑥 ൅ 𝑖𝑦 の
複素共役 𝑧̅ ൌ 𝑥 െ 𝑖𝑦
に対して
 𝑧 ଶ ൌ 𝑥ଶ ൅ 𝑦ଶ ൌ 𝑧𝑧̅

 Re 𝑧 ൌ 𝑥 ൌ
𝑧 ൅ 𝑧̅

2

 Im 𝑧 ൌ 𝑦 ൌ
𝑧 െ 𝑧̅

2𝑖
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解と係数の関係

3次方程式 ଷ ଶ の3つの解を
とすると、方程式は

の形で表せるはずである。左辺を展開すると

ଶ

ଷ ଶ

となるから、各項の係数を比較して、解と係数の関係を得る。

2次方程式
 𝑎𝑥ଶ ൅ 𝑏𝑥 ൅ 𝑐 ൌ 0
の解と係数の関係は

 𝛼 ൅ 𝛽 ൌ െ
𝑏
𝑎 , 𝛼𝛽 ൌ

𝑐
𝑎
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判別式の計算

3次方程式 ଷ ଶ の判別式
ସ ଶ ଶ ଶ

を、解 の基本対称式

ଵ ଶ ଷ
で表す。まず、

ଶ

ଶ

ଶ ଶ

ଶ

ଶ ଵ
ଶ

𝛼 ൅ 𝛽 ൅ 𝛾,  𝛼𝛽 ൅ 𝛽𝛾 ൅ 𝛾𝛼, 𝛼𝛽𝛾 を
𝛼, 𝛽, 𝛾 の基本対称式という
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判別式の計算

同様に

ଶ ଵ
ଶ

ଶ ଵ
ଶ

だから
ଶ ଶ ଶ

ଶ ଵ
ଶ

ଶ ଵ
ଶ

ଶ ଵ
ଶ

ଶ
ଷ

ଵ ଶ
ଶ

ଶ
ଶ ଶ ଶ ଶ

ଵ
ଶ

ଶ ଶ
ଶ ଶ ଶ ଶ ଶ ଶ

ଵ ଶ
ଶ ଶ ଶ

ଵ
ଷ

ଵ
ଶ ଶ ଶ ଶ

ଵ
ଶ ଶ ଶ ଶ ଶ ଶ ଶ ଶ ଶ
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判別式の計算

ଶ
ଷ

ଵ
ଶ

ଶ
ଶ

ଶ
ଶ ଶ ଶ ଶ

ଵ
ଶ

ଶ
ଶ

ଶ
ଶ ଶ ଶ ଶ ଶ ଶ

ଵ ଶ
ଶ ଶ ଶ

ଵ
ଷ

ଷ ଵ
ଶ

ଵ ଷ
ଶ

ଶ
ଷ

ଵ
ଶ

ଶ
ଶ

ଶ
ଶ ଶ ଶ ଶ

ଵ
ଶ

ଶ
ଶ

ଶ
ଶ ଶ ଶ ଶ ଶ ଶ

ଵ ଶ
ଶ ଶ ଶ

ଵ
ଷ

ଷ ଵ
ଷ

ଷ

ଵ ଶ ଷ ଷ
ଶ

𝑒ଵ ൌ 𝛼 ൅ 𝛽 ൅ 𝛾
𝑒ଶ ൌ 𝛼𝛽 ൅ 𝛽𝛾 ൅ 𝛾𝛼
𝑒ଷ ൌ 𝛼𝛽𝛾
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判別式の計算

ここで、
ଶ ଶ ଶ ଶ

ଵ
ଶ

ଶ
ଶ ଶ ଶ ଶ ଶ ଶ ଶ

ଶ ଶ ଶ

ଶ

ଶ
ଶ

ଵ ଷ
ଶ ଶ ଶ

ଶ ଵ ଷ
だから
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判別式の計算

ଶ ଶ ଶ
ଶ

ଷ
ଶ

ଶ
ଵ

ଶ
ଶ

ଶ
ଵ

ଶ
ଶ

ଶ
ଶ

ଵ
ଶ

ଶ ଶ
ଶ

ଵ ଷ

ଶ ଵ ଶ ଵ ଷ

ଵ
ଷ

ଷ ଵ
ଷ

ଷ ଵ ଶ ଷ ଷ
ଶ

ଶ
ଷ

ଶ
ଶ

ଵ
ଶ

ଶ
ଶ

ଵ
ଶ

ଶ
ଷ

ଶ
ଶ

ଵ
ଶ

ଶ
ଷ

ଵ ଶ ଷ

ଶ
ଶ

ଵ
ଶ

ଵ ଶ ଷ

ଵ
ଷ

ଷ ଵ
ଷ

ଷ ଵ ଶ ଷ ଷ
ଶ

ଶ
ଶ

ଵ
ଶ

ଶ
ଷ

ଵ
ଷ

ଷ

ଷ
ଶ

ଵ ଶ ଷ

𝑒ଵ ൌ 𝛼 ൅ 𝛽 ൅ 𝛾
𝑒ଶ ൌ 𝛼𝛽 ൅ 𝛽𝛾 ൅ 𝛾𝛼
𝑒ଷ ൌ 𝛼𝛽𝛾
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判別式の計算

ଵ ଶ ଷ
より

ଶ ଶ ଶ
ଵ

ଶ
ଶ

ଶ
ଶ

ଷ
ଵ

ଷ
ଷ

ଷ
ଶ

ଵ ଶ ଷ
ଶ ଶ

ଷ ଷ

ଶ ଶ ଶ
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判別式の計算

したがって、
ସ ଶ ଶ ଶ

ସ ଶ ଶ ସ ଷ

ସ ଷ ସ ଶ ଶ ଶ

ସ

ସ
ଶ ଶ

ସ
ଷ

ସ
ଷ

ସ
ଷ

ସ

ଶ ଶ ଷ ଷ ଶ ଶ

解と係数の関係は 𝛼 ൅ 𝛽 ൅ 𝛾 ൌ െ
𝑏
𝑎 ,

𝛼𝛽 ൅ 𝛽𝛾 ൅ 𝛾𝛼 ൌ
𝑐
𝑎 , 𝛼𝛽𝛾 ൌ െ

𝑑
𝑎
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検算：特殊な場合

3次方程式
ଷ ଶ

の判別式
ଶ ଶ ଷ ଷ ଶ ଶ

は、 とすると
ଷ ଶ

となる。これは3次方程式
ଷ

の判別式である。
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検算：特殊な場合

3次方程式
ଷ ଶ

の判別式
ଶ ଶ ଷ ଷ ଶ ଶ

は、 とすると
ଶ ଶ ଷ ଶ ଶ

となる。右辺に現れる ଶ は2次方程式
ଶ

の判別式である。
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検算：特殊な場合

3次方程式
ଷ ଶ

の判別式
ଶ ଶ ଷ ଷ ଶ ଶ

は、仮に とすると
ଶ ଶ ଷ ଶ ଶ

となる。右辺に現れる ଶ は2次方程式
ଶ

の判別式である。
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まとめ

実数を係数とする3次方程式
ଷ ଶ

の3つの解を として、3次方程式の判別式を
ସ ଶ ଶ ଶ

で定義する。これを方程式の係数で表すと
ଶ ଶ ଷ ଷ ଶ ଶ

となる。

参考文献

中村亨「ガロアの群論－方程式はなぜ解けなかったのか」
講談社、2010.
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補足：2次方程式の判別式

2次方程式 ଶ の判別式
ଶ

は、解と係数の関係

を用いると
ଶ ଶ

ଶ ଶ

ଶ ଶ

と表される。

2次方程式の解を 𝑥 ൌ 𝛼, 𝛽 とすると
 𝑎 𝑥 െ 𝛼 𝑥 െ 𝛽 ൌ 0
より
 𝑎 𝑥ଶ െ 𝛼 ൅ 𝛽 𝑥 ൅ 𝛼𝛽 ൌ 0
である。これと
 𝑎𝑥ଶ ൅ 𝑏𝑥 ൅ 𝑐 ൌ 0
の係数を比較して

 𝛼 ൅ 𝛽 ൌ െ
𝑏
𝑎 , 𝛼𝛽 ൌ

𝑐
𝑎
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補足：2次方程式の判別式

実数を係数とする2次方程式 ଶ の解 が異なる
2つの実数であるとき

ଶ ଶ

である。また、 が重解であるとき、 だから
ଶ ଶ

である。いっぽう、 が虚数解であるとき、 は互いに複素共役
で であるから

ଶ ଶ ଶ ଶ ଶ ଶ

となる。
方程式 𝑎𝑥ଶ ൅ 𝑏𝑥 ൅ 𝑐 ൌ 0 の両辺の複素共役をとると
𝑎𝑥ଶ ൅ 𝑏𝑥 ൅ 𝑐 ൌ 0 となるから、𝑥 ൌ 𝛼 が解のとき
𝑥 ൌ 𝛼ത も解である。
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別解：判別式の計算

3次方程式 ଷ ଶ の判別式
ସ ଶ ଶ ଶ

を、解 の基本対称式で表す。まず、
ଶ ଶ

ଶ ଶ

ଶ ଶ

より
ଶ ଶ ଶ ଶ

ଶ

ଶ

𝛼 ൅ 𝛽 ൅ 𝛾,  𝛼𝛽 ൅ 𝛽𝛾 ൅ 𝛾𝛼, 𝛼𝛽𝛾 を
𝛼, 𝛽, 𝛾 の基本対称式という
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別解：判別式の計算（つづき）

ଶ

ଶ

ଶ

ଶ ଶ ଶ ଶ

ଶ ଶ

ଶ ଶ ଶ
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別解：判別式の計算

ଶ ଶ ଶ

ଶ

ଶ

ଶ

ଶ ଶ ଶ ଶ

ଶ ଶ

ଶ ଶ ଶ

の①～③について、以下、個別に計算する。

①

②

③
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別解：判別式の計算①

ଷ ଶ

ଷ ଷ

ଶ ଶ ଶ

ଷ ଶ ଶ ଶ
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別解：判別式の計算②

ଶ

ଶ

ଶ

ଶ

ଶ

ଶ

ଶ ଶ ଶ ଶ

ଶ ଶ ଶ

ଶ ଶ ଶ
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別解：判別式の計算②（つづき）

ଶ ଶ ଶ ଶ

ଷ ଷ ଷ

ଷ ଷ ଷ

ଶ ଶ ଶ ଶ

ଶ ଶ ଶ

ଷ ଷ ଷ

ଶ ଶ

ଶ

ଷ

緑字の箇所の計算は補足を参照
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別解：判別式の計算②（つづき）

ଶ ଶ ଷ

ଶ ଶ ଷ

ଷ

ଶ ଶ ଶ

ଶ ଶ ଷ

ଷ ଶ ଶ ଶ
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別解：判別式の計算③

ଶ ଶ ଶ ଶ ଶ ଶ

ଶ ଶ ଶ ଶ

ଶ ଶ

ଶ ଶ ଶ ଶ ଶ ଶ ଷ ଷ ଷ ଷ ଷ ଷ

ଶ

ଷ

ଷ

ଷ ଶ ଶ ଶ

ଷ ଶ ଶ ଶ

緑字の箇所の計算は補足を参照
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別解：判別式の計算

以上より
ଶ ଶ ଶ

ଷ ଶ ଶ ଶ

ଶ ଶ ଷ

ଷ ଶ ଶ ଶ

ଷ ଶ ଶ ଶ

ଶ ଶ ଶ

①

②

③
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別解：判別式の計算（つづき）

ଷ ଶ ଶ ଶ

ଶ ଶ ଷ

ଷ ଶ ଶ ଶ

ଷ ଶ ଶ ଶ

ଶ ଶ ଶ

ଶ ଶ ଷ

ଷ ଶ ଶ ଶ
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補足：対称式の計算

ଷ ଶ

ଶ ଶ ଶ

ଶ ଶ ଶ

ଷ ଷ ଷ ଶ ଶ ଶ

ଷ ଷ ଷ

ଷ ଷ ଷ

ଷ ଷ ଷ ଷ
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補足：累乗和と対称式

これより、基本対称式 ଵ ,  ଶ ,  ଷ に
対して

ଶ ଶ ଶ ଶ

ଵ
ଶ

ଶ

ଵ ଶ
ଷ ଷ ଷ ଷ

ଵ
ଷ

ଵ ଶ ଷ

ଵ ଵ
ଶ

ଶ ଶ ଵ ଷ

ଵ
ଶ ଶ ଶ

ଶ ଷ
が成り立つことがわかる。
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補足：累乗和と対称式

一般に、累乗和 ௞ ௜
௞

௡

௜ୀଵ

に対して

では

௞
௞ିଵ

௞
௜ିଵ

௜ ௞ି௜

௞ିଵ

௜ୀଵ
では

௞
௜ିଵ

௜ ௞ି௜

௡

௜ୀଵ
が成り立つ。これをジラール‐ニュートンの恒等式という。

𝑛 ൌ 3 のとき
 𝑝ଵ ൌ 𝑒ଵ

 𝑝ଶ ൌ 𝑒ଵ𝑝ଵ െ 2𝑒ଶ

 𝑝ଷ ൌ 𝑒ଵ𝑝ଶ െ 𝑒ଶ𝑝ଵ ൅ 3𝑒ଷ

および
 𝑝ସ ൌ 𝑒ଵ𝑝ଷ െ 𝑒ଶ𝑝ଶ ൅ 𝑒ଷ𝑝ଵ

 𝑝ହ ൌ 𝑒ଵ𝑝ସ െ 𝑒ଶ𝑝ଷ ൅ 𝑒ଷ𝑝ଶ

 ⋯
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補足：カルダノの解法

3次方程式
ଷ ଶ

の両辺を で割って

ଷ ଶ

とおくと

ଷ ଶ
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補足：カルダノの解法

展開して整理すると

ଷ ଶ
ଶ

ଶ

ଷ

ଷ
ଶ

ଶ

ଶ

ଷ
ଶ

ଶ

ଶ

ଶ

ଷ

ଷ

ଷ

ଷ ଶ

ଷ
ଶ

ଶ

ଷ

ଷ ଶ

ここで、
ଶ

ଶ

ଷ

ଷ ଶ とおくと

ଷ
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補足：カルダノの解法

ここで、 ଷ の解を とすると
ଷ

ଷ ଶ

より

だから に を代入して
ଷ ଷ ଶ ଶ ଷ

ଷ ଷ

ଷ ଷ

ଷ ଷ
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補足：カルダノの解法

したがって

ଷ
ଷ

଺ ଷ
ଷ

ଷ とおくと

ଶ
ଷ

この についての2次方程式の判別式は

ଶ
ଶ

ଷ ଷ ଶ

この方程式を、元の3次方程式の
2次分解方程式という
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補足：2次分解方程式の判別式

ଶ

ଶ

ଷ

ଷ ଶ より

ଶ ଺
ଶ

଺ ଷ ଶ

଺
ଶ

ଶ

ଷ
ଶ ଺

ଷ

ଷ ଶ

ଶ

ଶ ଷ ଷ ଶ ଶ

଺ ସ ଶ ଶ ଶ ଷ ଷ

଺ ଶ ଶ ଶ ଶ ସ ଶ

ସ ଷ ଶ ଷ
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補足：2次分解方程式の判別式（つづき）

଺ ସ ଶ ଶ ଶ ଷ ଷ

଺ ଶ ଶ ଶ ଶ ସ ଶ

ସ ଷ ଶ ଷ

ଶ ଶ ଶ ଶ ଶ ଶ ଷ ଷ

ଶ ସ ଶ ଷ ଶ ଷ

ଶ ଶ ଶ ଶ ଶ ଶ ଷ ଷ

ଶ ସ ଶ ଷ ଶ ଷ

ଶ ଶ ଶ ଷ ଷ

ଶ ସ ଶ ଷ ଶ ଷ

ଶ ଶ ଶ ଷ ଶ ଶ ଷ
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補足：2次分解方程式の判別式

ଶ ଺
ଶ

ଶ ଶ ଶ ଷ ଶ ଶ ଷ

より
ସ

ଶ
ଶ ଶ ଷ ଶ ଶ ଷ

ଶ ଶ ଷ ଷ ଶ ଶ

となる。これは3次方程式の判別式に一致する。
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3次方程式
ଷ ଶ

は のとき だから、両辺を ଷ で割って ଷ とおくと
ଷ ଶ

となる。この方程式の判別式は、元の方程式の判別式と符号が一致
するはずである。これが任意の ,  ,  ,  に対して成り立つためには、

、 を同時に入れ替えても判別式の形は変わらないことが
必要である。実際、

ଶ ଶ ଷ ଷ ଶ ଶ

はそれを満たしている。

補足：判別式の性質
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補足：判別式の性質

,  ,  についての次数を考えると、 ଶ ଶ ଶ は6次の項
のみで表されるはずである。いっぽう、対称式

はそれぞれ1次、2次、3次だから、展開したときに含まれるのは
ଶ ଷ ଶ ଶ ଷ ସ

に限られる。したがって、判別式 ସ ଶ ଶ ଶ に含ま
れる可能性があるのは ଶ ଶ,  ଷ,  ,  ଶ ଶ,  ଷ ,  ସ である。しかし、

、 を同時に入れ替えても は変わらないから、 ସ は含ま
れない。以上より、3次方程式の判別式には ଶ ଶ,  ଷ,  ,  ଶ ଶ,  ଷ

だけが含まれることがわかる。
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おまけ： ଶ ଶ の係数

,  を定数として、3次方程式の判別式を
ଶ ଶ ଷ ଷ ଶ ଶ

とする。方程式の解が （重解）,  のとき
ଶ ଶ ଷ

より、 ,  ,  ,  である。このとき

ଷ ଶ ଶ

ଷ ଶ ଶ

になるためには
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おまけ： の係数

,  を定数として、3次方程式の判別式を
ଶ ଶ ଷ ଷ ଶ ଶ

とする。方程式の解が （3重解）のとき
ଷ ଷ ଶ

より、 ,  ,  ,  である。このとき

ଶ ଶ ଷ ଷ

になるためには、 より


