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ゼータ関数 ζሺ𝑠ሻ は次式で定義される。

ζ 𝑠 ൌ ෍
1

𝑛௦

ஶ

௡ୀଵ

ൌ 1 ൅
1
2௦ ൅

1
3௦ ൅

1
4௦ ൅

1
5௦ ൅ ⋯

𝑠 が正の偶数のとき、ζ 𝑠 は次の値になる。

ζ 2 ൌ
𝜋ଶ

6 ൌ 1.644934 … , ζ 4 ൌ
𝜋ସ

90 ൌ 1.082323 … , ⋯

また、𝑠 が正の奇数のとき、ζ 𝑠 は次の値になる。

ζ 3 ൌ 1.20205 … , ζ 5 ൌ 1.03692 … , ⋯

ゼータ関数
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ガンマ関数 Γሺ𝑠ሻ は次式で定義される。

Γ 𝑠 ൌ න 𝑡௦ିଵeି௧d𝑡
ஶ

଴
ガンマ関数に対して

Γ 𝑠 ൅ 1 ൌ 𝑠Γ 𝑠
が成り立ち、

Γ 1 ൌ 1
であるから、正の整数 𝑛 に対して

Γ 𝑛 ൅ 1 ൌ 𝑛!
となる。

ガンマ関数

Γ 𝑠 ൅ 1 ൌ න 𝑡௦eି௧d𝑡
ஶ

଴

 ൌ െ𝑡௦eି௧
଴
ஶ ൅ න 𝑠𝑡௦ିଵeି௧d𝑡

ஶ

଴

 ൌ 0 ൅ 𝑠 න 𝑡௦ିଵeି௧d𝑡
ஶ

଴
ൌ 𝑠Γ 𝑠

Γ 1 ൌ න eି௧d𝑡
ஶ

଴
ൌ െeି௧

଴
ஶ ൌ 1
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ゼータ関数 ζሺ𝑠ሻ とガンマ関数 Γሺ𝑠ሻ の積に対して

ζ 𝑠 Γ 𝑠 ൌ ෍
1

𝑛௦ න 𝑡௦ିଵeି௧d𝑡
ஶ

଴

ஶ

௡ୀଵ

ൌ ෍ න
𝑡
𝑛

௦ିଵ
eି௧ 1

𝑛 d𝑡
ஶ

଴

ஶ

௡ୀଵ

ൌ ෍ න 𝑥௦ିଵeି௡௫d𝑥
ஶ

଴

ஶ

௡ୀଵ

 ൌ න 𝑥௦ିଵ ෍ eି௡௫
ஶ

௡ୀଵ

d𝑥
ஶ

଴
ൌ න 𝑥௦ିଵ eି௫

1 െ eି௫ d𝑥
ஶ

଴
ൌ න

𝑥௦ିଵ

e௫ െ 1 d𝑥
ஶ

଴

となるから

න
𝑥௦ିଵ

e௫ െ 1 d𝑥
ஶ

଴
ൌ ζ 𝑠 Γ 𝑠

が成り立つ。本稿では、物理学において、この定積分が現れる例について述べる。

ゼータ関数とガンマ関数の積
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1辺の長さが 𝐿 の立方体の空洞中の電磁波（光子）について、固有モードの波数
の各辺方向の成分 𝑘௜（𝑖 ൌ 𝑥, 𝑦, 𝑧）は、𝑛௜ を正の整数として 𝑘௜ ൌ 𝜋𝑛௜ 𝐿⁄ である。
このとき、波長 𝜆、周波数 𝜈 と真空中の光速 𝑐 の関係 𝜆𝜈 ൌ 𝑐 を用いて

𝑘௫
ଶ ൅ 𝑘௬

ଶ ൅ 𝑘௭
ଶ ൌ

2𝜋
𝜆

ଶ

ൌ
2𝜋𝜈

𝑐

ଶ

と表される。周波数が 𝜈 以下の固有モードの総数は、偏光方向が2つあることを
考慮して

𝑁௠ ൌ 2 ൈ
1
8 ൈ

4𝜋
3 𝑞ଷ ൈ

1
𝜋 𝐿⁄ ଷ ൌ

𝜋 2𝜋𝜈 𝑐⁄ ଷ

3 𝜋 𝐿⁄ ଷ ൌ
8𝜋𝜈ଷ𝐿ଷ

3𝑐ଷ

であるから、周波数 𝜈 ~ 𝜈 ൅ d𝜈 の範囲に含まれるモード密度は、単位体積あたり

𝑔ሺ𝜈ሻ ൌ
1
𝐿ଷ

d𝑁௠
d𝜈 ൌ

8𝜋𝜈ଶ

𝑐ଷ

となる。

黒体輻射：モード密度
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光子のエネルギー 𝜖 は、プランク定数 ℎ を用いて 𝜖 ൌ ℎ𝜈 と表される。光子はボー
ス‐アインシュタイン分布にしたがうから、絶対温度 𝑇 の物体からの熱輻射のエネ
ルギー密度は、ボルツマン定数 𝑘 を用いて

𝑢ሺ𝜈, 𝑇ሻ ൌ 𝑔ሺ𝜈ሻ
𝜖

eఢ ௞்⁄ െ 1
ൌ

8𝜋𝜈ଶ

𝑐ଷ
ℎ𝜈

e௛ఔ ௞்⁄ െ 1
となる。その総和は

𝑢 𝑇 ൌ න 𝑢ሺ𝜈, 𝑇ሻd𝜈
ஶ

଴
ൌ

8𝜋
𝑐ଷ න

ℎ𝜈ଷ

e௛ఔ ௞்⁄ െ 1
d𝜈

ஶ

଴
ൌ

8𝜋𝑘ସ𝑇ସ

ℎଷ𝑐ଷ න
ℎ𝜈 𝑘𝑇⁄ ଷ

e௛ఔ ௞்⁄ െ 1
ℎ

𝑘𝑇 d𝜈
ஶ

଴
で求められる。ここで、𝑥 ൌ ℎ𝜈 𝑘𝑇⁄ とおくと

𝑢 𝑇 ൌ
8𝜋𝑘ସ𝑇ସ

ℎଷ𝑐ଷ න
𝑥ଷ

e௫ െ 1 d𝑥
ஶ

଴
ൌ

8𝜋𝑘ସ𝑇ସ

ℎଷ𝑐ଷ ζ 4 Γ 4 ൌ
8𝜋𝑘ସ𝑇ସ

ℎଷ𝑐ଷ ·
𝜋ସ

90 · 3!

ൌ
8𝜋ହ𝑘ସ

15ℎଷ𝑐ଷ 𝑇ସ

黒体輻射：エネルギー密度
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熱輻射のエネルギー密度は

𝑢 𝑇 ൌ
8𝜋ହ𝑘ସ

15ℎଷ𝑐ଷ 𝑇ସ

であり、𝑇ସ に比例する。これより、放射発散度も
𝑇ସ に比例し、

𝐼 𝑇 ൌ
𝑐
4 𝑢 𝑇 ൌ

2𝜋ହ𝑘ସ

15ℎଷ𝑐ଶ 𝑇ସ ൌ 𝜎𝑇ସ

となる。ここで、

𝜎 ൌ
2𝜋ହ𝑘ସ

15ℎଷ𝑐ଶ ൌ 5.670374 ൈ 10ି଼ W/mଶ/Kସ

をシュテファン‐ボルツマン定数という。

黒体輻射：放射発散度

𝑘 ൌ 1.380649 ൈ 10ିଶଷ J/K

ℎ ൌ 6.62607015 ൈ 10ିଷସ J s

𝑐 ൌ 2.99792458 ൈ 10଼ m/s
はいずれもSI（国際単位系）の定義値である。

放射発散度は、単位表面積あたり単位時間に
放射されるエネルギーであり、

𝐼 𝑇 ൌ
1

4𝜋
න 𝑢 𝑇 𝑐 cos 𝜃 · 2𝜋 sin 𝜃 d𝜃

గ ଶ⁄

଴

ൌ
𝑐
4 𝑢 𝑇 න sin 2𝜃 d𝜃

గ ଶ⁄

଴

ൌ
𝑐
4 𝑢 𝑇 െ

cos 2𝜃
2 ଴

గ ଶ⁄

ൌ
𝑐
4 𝑢 𝑇

で表される。
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1辺の長さが 𝐿 の立方体の固体中の格子振動（フォノン）について、固有モードの波数
𝑞 の各辺方向の成分 𝑞௜（𝑖 ൌ 𝑥, 𝑦, 𝑧）は、𝑛௜ を正の整数として 𝑞௜ ൌ 𝜋𝑛௜ 𝐿⁄ である。この
とき、波長 𝜆、周波数 𝜈 と音速 𝑐 との関係 𝜆𝜈 ൌ 𝑐 を用いて

𝑞௫
ଶ ൅ 𝑞௬

ଶ ൅ 𝑞௭
ଶ ൌ 𝑞ଶ ൌ

2𝜋
𝜆

ଶ

ൌ
2𝜋𝜈

𝑐

ଶ

と表される。周波数が 𝜈 以下のモードの総数は、振動方向が3つあることを考慮して

𝑁௠ ൌ 3 ൈ
1
8 ൈ

4𝜋
3 𝑞ଷ ൈ

1
𝜋 𝐿⁄ ଷ ൌ

𝜋 2𝜋𝜈 𝑐⁄ ଷ

2 𝜋 𝐿⁄ ଷ ൌ
4𝜋𝜈ଷ𝐿ଷ

𝑐ଷ

である。ここで、周波数の最大値を 𝜈௠ とすると、単位体積あたりの原子数を 𝑁 として、
3𝑁 ൌ 4𝜋𝜈௠

ଷ 𝑐ଷ⁄ となる。したがって、周波数 𝜈 ~ 𝜈 ൅ d𝜈 の範囲に含まれる単位体積
あたりのモード密度は、次式で表される。

𝑔ሺ𝜈ሻ ൌ
1
𝐿ଷ

d𝑁௠
d𝜈 ൌ

12𝜋𝜈ଶ

𝑐ଷ ൌ
9𝑁𝜈ଶ

𝜈௠
ଷ

固体の比熱：モード密度

3つの振動方向のうち
1つは縦波、2つは横波である。
縦波と横波で音速は異なるが、
（適切な）平均値を 𝑐 とする。
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フォノンのエネルギー 𝜖 は、プランク定数 ℎ を用いて 𝜖 ൌ ℎ𝜈 と表される。フォノンは
ボース‐アインシュタイン分布にしたがうから、絶対温度 𝑇 の固体の熱エネルギー密度
は、ボルツマン定数 𝑘 を用いて

𝑢ሺ𝜈, 𝑇ሻ ൌ 𝑔ሺ𝜈ሻ
𝜖

eఢ ௞்⁄ െ 1
ൌ

9𝑁𝜈ଶ

𝜈௠
ଷ

ℎ𝜈
e௛ఔ ௞்⁄ െ 1

となる。その総和は

𝑢 𝑇 ൌ න 𝑢ሺ𝜈, 𝑇ሻd𝜈
ఔ೘

଴
ൌ

9𝑁
𝜈௠

ଷ න
ℏ𝜈ଷ

e௛ఔ ௞்⁄ െ 1
d𝜈

ఔ೘

଴
ൌ

9𝑁𝑘ସ𝑇ସ

ℎଷ𝜈௠
ଷ න

ℎ𝜈 𝑘𝑇⁄ ଷ

e௛ఔ ௞்⁄ െ 1
ℎ

𝑘𝑇 d𝜈
ఔ೘

଴
で求められる。ここで、𝑥 ൌ ℎ𝜈 𝑘𝑇⁄ とおくと

𝑢 𝑇 ൌ
9𝑁𝑘𝑇ସ

𝛩ଷ න
𝑥ଷ

e௫ െ 1 d𝑥
௵ ்⁄

଴
と表される。ただし、𝛩 ൌ ℎ𝜈௠ 𝑘⁄ であり、これをデバイ温度という。

固体の比熱：エネルギー密度
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固体の熱エネルギー密度

𝑢 𝑇 ൌ
9𝑁𝑘𝑇ସ

𝛩ଷ න
𝑥ଷ

e௫ െ 1 d𝑥
௵ ்⁄

଴
は、高温では 𝑥 ൌ ℎ𝜈 𝑘𝑇⁄ ≪ 1 より e௫ െ 1 ≅ 𝑥 と近似して

𝑢 𝑇 ≅
9𝑁𝑘𝑇ସ

𝛩ଷ න 𝑥ଶd𝑥
௵ ்⁄

଴
ൌ

9𝑁𝑘𝑇ସ

𝛩ଷ
𝑥ଷ

3 ଴

௵ ்⁄

ൌ 3𝑁𝑘𝑇

となる。したがって、高温における固体の比熱は

d𝑢 𝑇
d𝑇 ൌ 3𝑁𝑘

となる。1モルあたりで考えると、アボガドロ数を 𝑁஺、気体定数を 𝑅 として 𝑁஺𝑘 ൌ 𝑅
だから、固体の定積モル比熱は 𝐶௏ ൌ 3𝑁஺𝑘 ൌ 3𝑅 となる。これをデュロン‐プティの
法則という。

固体の比熱：高温
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固体の熱エネルギー密度

𝑢 𝑇 ൌ
9𝑁𝑘𝑇ସ

𝛩ଷ න
𝑥ଷ

e௫ െ 1 d𝑥
஀ ்⁄

଴
は、低温では 𝛩 𝑇⁄ → ∞ と近似して

𝑢 𝑇 ≅
9𝑁𝑘𝑇ସ

𝛩ଷ න
𝑥ଷ

e௫ െ 1 d𝑥
ஶ

଴
ൌ

9𝑁𝑘𝑇ସ

𝛩ଷ ζ 4 Γ 4 ൌ
9𝑁𝑘𝑇ସ

𝛩ଷ ·
𝜋ସ

90 · 3!

ൌ
3𝜋ସ𝑁𝑘𝑇ସ

5𝛩ଷ

となる。したがって、低温における固体の比熱は

d𝑢 𝑇
d𝑇 ൌ

12𝜋ସ

5 𝑁𝑘
𝑇
𝛩

ଷ
ൌ

12𝜋ସ𝑁𝑘ସ𝑇ଷ

5ℎଷ𝜈௠
ଷ ൌ

12𝜋ସ𝑁𝑘ସ𝑇ଷ

5ℎଷ
4𝜋

3𝑁𝑐ଷ ൌ
16𝜋ହ𝑘ସ

5ℎଷ𝑐ଷ 𝑇ଷ

となり、𝑇ଷ に比例する。

固体の比熱：低温
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物質の抵抗率 𝜌 は電気伝導度 𝜎 の逆数であり、電子密度を 𝑛、電子の電荷を
െ 𝑒、有効質量を 𝑚、緩和時間を 𝜏 として

𝜌 ൌ
1
𝜎 ൌ

𝑚
𝑛𝑒ଶ𝜏

と表される。1価金属の場合、フェルミ温度 𝑇ி ൌ 𝐸ி 𝑘⁄ （𝐸ி は電子のフェルミエネ
ルギー）より十分低い温度において、電子とフォノンの相互作用による緩和時間
𝜏 を考えると、抵抗率は次式により求められる。

𝜌 ൌ
4𝜋𝑚ଶ𝐸ி

ଶ𝑇ହ

3ℏ𝑀𝑛𝑒ଶ𝑘𝛩଺ න
𝑥ହ

1 െ eି௫ e௫ െ 1 d𝑥
௵ ்⁄

଴
これをブロッホ‐グリュナイゼンの式という。ここで、𝑀 は原子（イオン）の質量、
ℏ ൌ ℎ 2𝜋⁄ 、𝛩 ൌ ℏ𝑐𝑞஽ 𝑘⁄ であり、𝑞஽ はフォノンの波数 𝑞 の最大値で、縦波のみを
考えると 𝑞஽

ଷ ൌ 6𝜋ଶ𝑛 である。

金属の抵抗率



12Kagoshima University wata104@eee

1価金属の抵抗率

𝜌 ൌ
4𝜋𝑚ଶ𝐸ி

ଶ𝑇ହ

3ℏ𝑀𝑛𝑒ଶ𝑘𝛩଺ න
𝑥ହ

1 െ eି௫ e௫ െ 1 d𝑥
௵ ்⁄

଴
は、高温では 𝑥 ൌ ℏ𝑐𝑞 𝑘𝑇⁄ ≪ 1 より 1 െ eି௫ ≅ 𝑥, e௫ െ 1 ≅ 𝑥 と近似して

𝜌 ≅
4𝜋𝑚ଶ𝐸ி

ଶ𝑇ହ

3ℏ𝑀𝑛𝑒ଶ𝑘𝛩଺ න 𝑥ଷd𝑥
௵ ்⁄

଴
ൌ

4𝜋𝑚ଶ𝐸ி
ଶ𝑇ହ

3ℏ𝑀𝑛𝑒ଶ𝑘𝛩଺
𝑥ସ

4 ଴

௵ ்⁄

ൌ
𝜋𝑚ଶ𝐸ி

ଶ𝑇
3ℏ𝑀𝑛𝑒ଶ𝑘𝛩ଶ

ൌ
𝜋𝑚ଶ𝐸ி

ଶ𝑇
3ℏ𝑀𝑛𝑒ଶ𝑘 ℏ𝑐𝑞஽ 𝑘⁄ ଶ ൌ

𝜋𝑚ଶ𝐸ி
ଶ𝑘𝑇

3ℏଷ𝑐ଶ𝑀𝑛𝑒ଶ𝑞஽
ଶ ൌ

𝜋𝑚ଶ𝐸ி
ଶ𝑞஽𝑘𝑇

3ℏଷ𝑐ଶ𝑀𝑛𝑒ଶ · 6𝜋ଶ𝑛

ൌ
𝑚ଶ𝐸ி

ଶ𝑞஽𝑘𝑇
18𝜋ℏଷ𝑐ଶ𝑀𝑛ଶ𝑒ଶ ൌ

ℏ𝑘ி
ସ𝑞஽𝑘𝑇

72𝜋𝑐ଶ𝑀𝑛ଶ𝑒ଶ

となり、温度 𝑇 に比例する。

金属の抵抗率：高温

𝑘ி はフェルミ波数で 𝐸ி ൌ
ℏଶ𝑘ி

ଶ

2𝑚

𝛩 ൌ ℏ𝑐𝑞஽ 𝑘⁄
𝑞஽

ଷ ൌ 6𝜋ଶ𝑛
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1価金属の抵抗率

𝜌 ൌ
4𝜋𝑚ଶ𝐸ி

ଶ𝑇ହ

3ℏ𝑀𝑛𝑒ଶ𝑘𝛩଺ න
𝑥ହ

1 െ eି௫ e௫ െ 1 d𝑥
௵ ்⁄

଴
は、低温では 𝛩 𝑇⁄ → ∞ と近似して

𝜌 ≅
4𝜋𝑚ଶ𝐸ி

ଶ𝑇ହ

3ℏ𝑀𝑛𝑒ଶ𝑘𝛩଺ න
𝑥ହ

1 െ eି௫ e௫ െ 1 d𝑥
ஶ

଴
ൌ

4𝜋𝑚ଶ𝐸ி
ଶ𝑇ହ

3ℏ𝑀𝑛𝑒ଶ𝑘𝛩଺ න
𝑥ହe௫

e௫ െ 1 ଶ d𝑥
ஶ

଴

ൌ
20𝜋𝑚ଶ𝐸ி

ଶ𝑇ହ

3ℏ𝑀𝑛𝑒ଶ𝑘𝛩଺ න
𝑥ସ

e௫ െ 1 d𝑥
ஶ

଴
ൌ

20𝜋𝑚ଶ𝐸ி
ଶ𝑇ହ

3ℏ𝑀𝑛𝑒ଶ𝑘𝛩଺ ζ 5 Γ 5

ൌ
20𝜋 · 4! ζ 5 𝑚ଶ𝐸ி

ଶ𝑇ହ

3ℏ𝑀𝑛𝑒ଶ𝑘𝛩଺ ൌ
160𝜋ζ 5 𝑚ଶ𝐸ி

ଶ𝑇ହ

ℏ𝑀𝑛𝑒ଶ𝑘𝛩଺

となり、𝑇ହ に比例する。

金属の抵抗率：低温
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低温における1価金属の抵抗率は

𝜌 ൌ
160𝜋ζ 5 𝑚ଶ𝐸ி

ଶ𝑇ହ

ℏ𝑀𝑛𝑒ଶ𝑘𝛩଺ ൌ
160𝜋ζ 5 𝑚ଶ𝐸ி

ଶ𝑇ହ

ℏ𝑀𝑛𝑒ଶ𝑘 ℏ𝑐𝑞஽ 𝑘⁄ ଺

ൌ
160𝜋ζ 5 𝑚ଶ𝐸ி

ଶ𝑘ହ𝑇ହ

ℏ଻𝑐଺𝑀𝑛𝑒ଶ𝑞஽
଺ ൌ

160𝜋ζ 5 𝑚ଶ𝐸ி
ଶ𝑘ହ𝑇ହ

ℏ଻𝑐଺𝑀𝑛𝑒ଶ 6𝜋ଶ𝑛 ଶ

ൌ
40ζ 5 𝑚ଶ𝐸ி

ଶ𝑘ହ𝑇ହ

9𝜋ଷℏ଻𝑐଺𝑀𝑛ଷ𝑒ଶ ൌ
10ζ 5 𝑘ி

ସ𝑘ହ𝑇ହ

9𝜋ଷℏଷ𝑐଺𝑀𝑛ଷ𝑒ଶ

と表すこともできる。

金属の抵抗率：低温

𝛩 ൌ ℏ𝑐𝑞஽ 𝑘⁄
𝑞஽

ଷ ൌ 6𝜋ଶ𝑛

𝑘ி はフェルミ波数で 𝐸ி ൌ
ℏଶ𝑘ி

ଶ

2𝑚
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ボース‐アインシュタイン分布にしたがう粒子の統計に関する定積分の計算に、
ゼータ関数 ζሺ𝑠ሻ とガンマ関数 Γሺ𝑠ሻ の積が現れる例として、以下のものがある。

黒体の熱輻射のエネルギー密度

𝑢 𝑇 ൌ
8𝜋𝑘ସ𝑇ସ

ℎଷ𝑐ଷ න
𝑥ଷ

e௫ െ 1 d𝑥
ஶ

଴
ൌ

8𝜋𝑘ସ𝑇ସ

ℎଷ𝑐ଷ ζ 4 Γ 4 ൌ
8𝜋ହ𝑘ସ

15ℎଷ𝑐ଷ 𝑇ସ

低温における固体の熱エネルギー密度

𝑢 𝑇 ≅
9𝑁𝑘𝑇ସ

𝛩ଷ න
𝑥ଷ

e௫ െ 1 d𝑥
ஶ

଴
ൌ

9𝑁𝑘𝑇ସ

𝛩ଷ ζ 4 Γ 4 ൌ
3𝜋ସ𝑁𝑘𝑇ସ

5𝛩ଷ

低温における1価金属の抵抗率

𝜌 ≅
20𝜋𝑚ଶ𝐸ி

ଶ𝑇ହ

3ℏ𝑀𝑛𝑒ଶ𝑘𝛩଺ න
𝑥ସ

e௫ െ 1 d𝑥
ஶ

଴
ൌ

20𝜋𝑚ଶ𝐸ி
ଶ𝑇ହ

3ℏ𝑀𝑛𝑒ଶ𝑘𝛩଺ ζ 5 Γ 5 ൌ
160𝜋ζ 5 𝑚ଶ𝐸ி

ଶ𝑇ହ

ℏ𝑀𝑛𝑒ଶ𝑘𝛩଺

まとめ
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