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確率変数 ௜（ ）が標準正規分布

௜
ି௑೔

మ ଶ⁄

にしたがうとき、その 個の2乗和

௡ ௜
ଶ

௡

௜ୀଵ
は、自由度 のカイ2乗分布（χ2分布）

௡ ௡
ଶ

௡ ଶ⁄ ିଵ ି௬ ଶ⁄

௡ ଶ⁄

௡
ଶିଵ

ି௬
ଶ

にしたがう。ここで、 はガンマ関数である。

要点
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自由度 のカイ2乗分布の確率密度関数

௡ ௡
ଶ

௡ ଶ⁄ ିଵ ି௬ ଶ⁄

௡ ଶ⁄

の についての関数部分は、ガンマ関数

௭ିଵ ି௦
ஶ

଴
の被積分関数と同じである。一般に、確率密度関数が

௞

௞
௞ିଵ ିఒ௫

で表される確率分布をガンマ分布という。自由度 のカイ2乗分布は
,  のガンマ分布である。

カイ2乗分布：確率密度関数
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自由度 のカイ2乗分布の確率密度関数

௡ ௡
ଶ

௡ ଶ⁄ ିଵ ି௬ ଶ⁄

௡ ଶ⁄

を全範囲（ ）で積分すると になる。

௡

ஶ

଴
௡ ଶ⁄

௡ ଶ⁄ ିଵ ି௬ ଶ⁄
ஶ

଴
௡ ଶ⁄ ିଵ

ି௬ ଶ⁄
ஶ

଴

௡ ଶ⁄ ିଵ ି௦
ஶ

଴

カイ2乗分布：確率密度関数
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自由度 のカイ2乗分布にしたがう の平均は

௡

ஶ

଴
௡ ଶ⁄

௡ ଶ⁄ ି௬ ଶ⁄
ஶ

଴
௡ ଶ⁄

ି௬ ଶ⁄
ஶ

଴

である。

カイ2乗分布：平均

確率変数 𝑋௜ は標準正規分布にしたがい、
平均 0、分散 1 で、2乗平均は 1 であるから、

2乗和 𝑦 ൌ ෍ 𝑋௜
ଶ

௡

௜ୀଵ

の平均は 𝑛 になる。
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自由度 のカイ2乗分布にしたがう の2乗平均は

ଶ ଶ
௡

ஶ

଴
௡ ଶ⁄

௡ ଶ⁄ ାଵ ି௬ ଶ⁄
ஶ

଴
ଶ ௡ ଶ⁄ ାଵ

ି௬ ଶ⁄
ஶ

଴
ଶ ଶ

だから、分散は

ଶ ଶ ଶ

カイ2乗分布：分散
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自由度 のカイ2乗分布にしたがう の最頻値（モード）は

௡ ௡ ଶ⁄ ିଵ ି௬ ଶ⁄

௡ ଶ⁄ ିଶ ି௬ ଶ⁄ ௡ ଶ⁄ ିଵ ି௬ ଶ⁄

௡ ଶ⁄ ିଶ ି௬ ଶ⁄

より、 である。

ただし、 ௡ が極大値をもつのは のときで、 のときは
下限 で最大となり、 のときは で発散する。

カイ2乗分布：最頻値
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自由度 に対して、カイ2乗分布の確率密度関数は、
次のようになる。

ଵ ଵ
ଶ

ିଵ ଶ⁄ ି௬ ଶ⁄

ଵ ଶ⁄
ି௬ ଶ⁄

ଶ ଶ
ଶ

଴ ି௬ ଶ⁄
ି௬ ଶ⁄

ଷ ଷ
ଶ

ଵ ଶ⁄ ି௬ ଶ⁄

ଷ ଶ⁄
ି௬ ଶ⁄

ସ ସ
ଶ

ଵ ି௬ ଶ⁄

ଶ
ି௬ ଶ⁄

確率密度関数

𝑛 ൌ 2 のときは指数分布
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自由度 に対して、カイ2乗分布の確率密度関数は、
次のようになる。

ହ ହ
ଶ

ଷ ଶ⁄ ି௬ ଶ⁄

ହ ଶ⁄
ଷ ି௬ ଶ⁄

଺ ଺
ଶ

ଶ ି௬ ଶ⁄

ଷ
ଶ ି௬ ଶ⁄

଻ ଻
ଶ

ହ ଶ⁄ ି௬ ଶ⁄

଻ ଶ⁄
ହ ି௬ ଶ⁄

଼ ଼
ଶ

ଷ ି௬ ଶ⁄

ସ
ଷ ି௬ ଶ⁄

確率密度関数
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確率密度関数

自由度 のカイ2乗分布の確率密度関数のグラフを下図に示す。

𝑦

𝑓 ௡
ሺ𝑦

ሻ
𝑛 ൌ 1

𝑛 ൌ 2
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確率密度関数

のカイ2乗分布の確率密度関数のグラフを下図に示す。

𝑦

𝑓 ௡
ሺ𝑦

ሻ
𝑛 ൌ 1

𝑛 ൌ 2
𝑛 ൌ 3

𝑛 ൌ 4
𝑛 ൌ 5

𝑛 ൌ 6 𝑛 ൌ 7 𝑛 ൌ 8
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累積分布関数

のカイ2乗分布の累積分布関数のグラフを下図に示す。

𝑦

𝐹 ௡
ሺ𝑦

ሻ
𝑛 ൌ 1

2
3

4
5

6
7

𝑛 ൌ 8
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確率変数   が標準正規分布 ି௑మ ଶ⁄ にしたがうとき、

その2乗 ଶ の確率密度関数を ଵ とすると

ଵ

ఉ

ఈ

ఉ

ఈ

ି ఈ

ି ఉ

ି௑మ ଶ⁄
ఉ

ఈ

ି௑మ ଶ⁄
ି ఈ

ି ఉ

ି௑మ ଶ⁄
ఉ

ఈ

確率密度関数（ ）の導出
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標準正規分布にしたがう確率変数 の2乗 ଶ に対して

ଵ

ఉ

ఈ

ି௑మ ଶ⁄
ఉ

ఈ

ି௬ ଶ⁄
ఉ

ఈ

ି௬ ଶ⁄
ఉ

ఈ

ି௬ ଶ⁄
ఉ

ఈ

ି௬ ଶ⁄ఉ

ఈ

ଵ

ି௬ ଶ⁄

確率密度関数（ ）の導出
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確率変数 ௜ が標準正規分布にしたがい、その2乗 ௜
ଶ が確率

密度関数 ଵ

ି௬ ଶ⁄
にしたがうとき、2個の2乗和  ଵ

ଶ
ଶ

ଶ

の確率密度関数 ଶ は、 ଵ の畳込みだから

ଶ ଵ ଵ

௬

଴
ି ௬ି௧ ଶ⁄ ି௧ ଶ⁄௬

଴
ି௬ ଶ⁄ ௬

଴

確率密度関数（ ）の導出

𝑋ଶ
ଶ ൌ 𝑡 のとき、𝑦 ൌ 𝑋ଵ

ଶ ൅ 𝑋ଶ
ଶ に

なるのは 𝑋ଵ
ଶ ൌ 𝑦 െ 𝑡 の場合だから、

𝑓ଵ 𝑦 െ 𝑡 𝑓ଵ 𝑡 を 𝑡 ൌ 0 ~ 𝑦 で積分
すれば 𝑓ଶ 𝑦 が求められる。
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2個の2乗和 ଵ
ଶ

ଶ
ଶ に対して

ଶ

ି௬ ଶ⁄ ௬

଴

ି௬ ଶ⁄

ଶ ଶ

௬

଴

ି௬ ଶ⁄
ିଵ

௧ୀ଴

௧ୀ௬

ି௬ ଶ⁄
ିଵ ିଵ

ି௬ ଶ⁄

確率密度関数（ ）の導出
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確率変数 ௜ が標準正規分布にしたがい、その2乗 ௜
ଶ が確率

密度関数 ଵ

ି௬ ଶ⁄
に、2個の2乗和 ଵ

ଶ
ଶ

ଶ が確率密度

関数 ଶ

ି௬ ଶ⁄
にしたがうとき、3個の2乗和  ଵ

ଶ
ଶ

ଶ
ଷ

ଶ

の確率密度関数 ଷ は、 ଶ と ଵ の畳込みだから

ଷ ଶ ଵ

௬

଴

ି ௬ି௧ ଶ⁄ ି௧ ଶ⁄௬

଴
ି௬ ଶ⁄ ௬

଴

ି௬ ଶ⁄

଴
௬ ି௬ ଶ⁄

ି௬ ଶ⁄

確率密度関数（ ）の導出
𝑋ଷ

ଶ ൌ 𝑡 のとき、𝑦 ൌ 𝑋ଵ
ଶ ൅ 𝑋ଶ

ଶ ൅ 𝑋ଷ
ଶになるのは

𝑋ଵ
ଶ ൅ 𝑋ଶ

ଶ ൌ 𝑦 െ 𝑡 の場合だから、𝑓ଶ 𝑦 െ 𝑡 𝑓ଵ 𝑡 を
𝑡 ൌ 0 ~ 𝑦 で積分すれば 𝑓ଷ 𝑦 が求められる。
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確率変数 ௜ が標準正規分布にしたがい、その2乗 ௜
ଶ が確率

密度関数 ଵ

ି௬ ଶ⁄
に、 個の2乗和 ௜

ଶ
௞ିଵ

௜ୀଵ

が

確率密度関数 ௞ିଵ

௞ିଵ ଶ⁄ ିଵ ି௬ ଶ⁄

௞ିଵ ଶ⁄ にしたがうとき、

個の2乗和 ௜
ଶ

௞

௜ୀଵ

の確率密度関数  ௞  は、 ௞ିଵ  と  ଵ

の畳込みである。

確率密度関数（ ）の証明

𝑋௞
ଶ ൌ 𝑡 のとき、𝑦 ൌ ෍ 𝑋௜

ଶ
௞

௜ୀଵ

になるのは ෍ 𝑋௜
ଶ

௞ିଵ

௜ୀଵ

ൌ 𝑦 െ 𝑡 の場合だから、

𝑓௞ିଵ 𝑦 െ 𝑡 𝑓ଵ 𝑡 を 𝑡 ൌ 0 ~ 𝑦 で積分すれば 𝑓௞ 𝑦 が求められる。
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個の2乗和 ௜
ଶ

௞

௜ୀଵ

の確率密度関数

௞ は ௞ିଵ と ଵ の畳込みだから

௞ ௞ିଵ ଵ

௬

଴
௞ିଵ ଶ⁄ ିଵ ି ௬ି௧ ଶ⁄

௞ିଵ ଶ⁄

ି௧ ଶ⁄௬

଴
ି௬ ଶ⁄

௞ ଶ⁄
௞ିଵ ଶ⁄ ିଵ ିଵ ଶ⁄

௬

଴

確率密度関数（ ）の証明
𝑋௞

ଶ ൌ 𝑡 のとき、

𝑦 ൌ ෍ 𝑋௜
ଶ

௞

௜ୀଵ

になるのは

 ෍ 𝑋௜
ଶ

௞ିଵ

௜ୀଵ

ൌ 𝑦 െ 𝑡 の場合だから、

𝑓௞ିଵ 𝑦 െ 𝑡 𝑓ଵ 𝑡 を 𝑡 ൌ 0 ~ 𝑦 で
積分すれば 𝑓௞ 𝑦 が求められる。
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ここで、 とおくと

௞ିଵ ଶ⁄ ିଵ ିଵ ଶ⁄
௬

଴

௞ିଵ ଶ⁄ ିଵ ଶ⁄ ௞ିଵ ଶ⁄ ିଵ ିଵ ଶ⁄
ଵ

଴

௞ ଶ⁄ ିଵ ௞ିଵ ଶ⁄ ିଵ ଵ ଶ⁄ ିଵ
ଵ

଴
௞ ଶ⁄ ିଵ

௞ ଶ⁄ ିଵ

確率密度関数（ ）の証明

ベータ関数とガンマ関数の関係

Β 𝑝, 𝑞 Γ 𝑝 ൅ 𝑞 ൌ Γ 𝑝 Γ 𝑞

ベータ関数

Β 𝑝, 𝑞 ൌ න 𝑡௣ିଵ 1 െ 𝑡 ௤ିଵd𝑡
ଵ

଴
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௞ が ௞ିଵ と ଵ の畳込みであることより

௞

ି௬ ଶ⁄

௞ ଶ⁄
௞ିଵ ଶ⁄ ିଵ ିଵ ଶ⁄

௬

଴
௞ ଶ⁄ ିଵ ି௬ ଶ⁄

௞ ଶ⁄
௞ିଵ ଶ⁄ ିଵ ଵ ଶ⁄ ିଵ

ଵ

଴
௞ ଶ⁄ ିଵ ି௬ ଶ⁄

௞ ଶ⁄

௞ ଶ⁄ ିଵ ି௬ ଶ⁄

௞ ଶ⁄

数学的帰納法により、任意の に対して はカイ2乗分布にしたがう。

確率密度関数（ ）の証明

Γ 1 2⁄ ൌ 𝜋
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母平均  、母分散  ଶ の正規分布 ௜
ି ௫೔ିఓ మ

ଶఙమ にしたがう

母集団からランダムに抽出したサイズ の標本 ௜（ ）に

対して、 ௜
௜  は標準正規分布  ௜

ି௑೔
మ

ଶ にしたがう

から、その2乗和 ௡ ௜
ଶ

௡

௜ୀଵ

௜ ଶ௡

௜ୀଵ

は、自由度   の

カイ2乗分布 ௡ ௡
ଶ

௡ ଶ⁄ ିଵ ି௬ ଶ⁄

௡ ଶ⁄  にしたがう。

正規分布の標準化
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௜
௜  の母平均 を、標本平均 ௜

௡

௜ୀଵ

に置き換えて、

標本平均 からの偏差の2乗和と母分散 ଶ との比を

௜
ଶ௡

௜ୀଵ
ଶ ௜

ଶ
௡

௜ୀଵ

ଶ

ଶ

で表す。ここで、

ଶ
௜

ଶ
௡

௜ୀଵ
は、標本の不偏分散である。

偏差の2乗和と母分散
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標本平均 からの偏差の2乗和について、次式が成り立つ。

௜
ଶ

௡

௜ୀଵ
௜

ଶ
௡

௜ୀଵ

௜
ଶ

௡

௜ୀଵ
௜

௡

௜ୀଵ

ଶ
௡

௜ୀଵ

௜
ଶ

௡

௜ୀଵ

ଶ ଶ

௜
ଶ

௡

௜ୀଵ

ଶ

偏差の2乗和
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௜
ଶ

௡

௜ୀଵ
௜

ଶ
௡

௜ୀଵ

ଶ

の右辺第2項において

ଶ
௜

௡

௜ୀଵ

ଶ

௜

௡

௜ୀଵ

ଶ

だから

௜
ଶ

௡

௜ୀଵ
௜

ଶ
௡

௜ୀଵ
௜

௡

௜ୀଵ

ଶ

偏差の2乗和
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௜
ଶ

௡

௜ୀଵ
௜

ଶ
௡

௜ୀଵ
௜

௡

௜ୀଵ

ଶ

より

ଶ ௜
ଶ

௡

௜ୀଵ

௜ ଶ௡

௜ୀଵ

௜
௡

௜ୀଵ

ଶ

௜
ଶ

௡

௜ୀଵ
௜

௡

௜ୀଵ

ଶ

この第1項は自由度 のカイ2乗分布に、第2項は自由度 のカイ2乗
分布にしたがうから、 は自由度 のカイ2乗分布にしたがう。

偏差の2乗和と母分散の比

𝑋௜ は標準正規分布にしたがうから、𝑛 個の 𝑋௜ の和は
平均 0、分散 𝑛 の正規分布にしたがう。それを 𝑛 で
割ったものは標準正規分布にしたがう。
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௜
ଶ௡

௜ୀଵ
ଶ ௜

ଶ
௡

௜ୀଵ

ଶ

ଶ

は自由度 のカイ2乗分布にしたがうから、標本標準偏差

ଶ

の期待値は

௡ିଵ

ஶ

଴
௡ିଵ ଶ⁄

௡ିଵ ଶ⁄ ିଵ ଶ⁄ ି௒ ଶ⁄
ஶ

଴

標本標準偏差の期待値
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標本標準偏差 の期待値は

௡ିଵ

ஶ

଴
௡ିଵ ଶ⁄

௡ିଵ ଶ⁄ ିଵ ଶ⁄ ି௒ ଶ⁄
ஶ

଴

௡ିଵ ଶ⁄
௡ ଶ⁄ ିଵ ି௒ ଶ⁄

ஶ

଴

௡ିଵ ଶ⁄
௡ ଶ⁄

標本標準偏差の期待値
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標本標準偏差 の期待値は

ସ

であり、母標準偏差 に一致しない。すなわち、標本標準偏差（不偏
分散の正の平方根） は母標準偏差 の不偏推定量ではない。

ସ

は標本標準偏差 と母標準偏差 の比を表し、標本のサイズ が
大きくなると に近づく。 ସ は、品質管理で用いられる 管理図で、
の管理限界を定める際に用いられる。

標本標準偏差の期待値
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標本標準偏差 と母標準偏差 の比 ସ の値を下に示す。

標本標準偏差と母標準偏差の比

𝑛 𝑐ସ

2 0.797885
3 0.886227
4 0.921318
5 0.939986
6 0.951533
7 0.959369
8 0.965030
9 0.969311

10 0.972659

𝑐 ସ
𝑛
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標本のサイズが のとき、

ସ

となることを以下に示す。

ガンマ関数 の定義より

௭ିଵ ି௦
ஶ

଴ ே→ஶ
௭ିଵ ି௦

ே

଴

ே→ஶ
௭ିଵ

ேே

଴

標本標準偏差と母標準偏差の比



31Kagoshima University wata104@eee

௭ିଵ ି௦
ஶ

଴ ே→ஶ
௭ିଵ

ேே

଴

と変数変換すると、 だから

௭ିଵ
ே௡

଴

௭ ௭ିଵ ே
ଵ

଴

௭

௭

ここで、 はベータ関数であり、ベータ関数とガンマ関数の
関係 を用いた。

標本標準偏差と母標準偏差の比
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௭ିଵ ି௦
ஶ

଴ ே→ஶ
௭

ここで、 とすると

ே→ஶ ே→ஶ

௡→ஶ ௡→ஶ ସ

ゆえに、  のとき ସ である。

標本標準偏差と母標準偏差の比
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ガンマ関数 は

௭ିଵ ି௦
ஶ

଴
で定義される。

௭ିଵ ି௦
ஶ

଴

௭ିଵ ି௦
଴
ஶ ௭ିଵ ି௦

ஶ

଴

ି௦
ஶ

଴

ି௦
଴
ஶ

より、正の整数 に対して、 である。

ガンマ関数

ガンマ関数は、階乗を
非整数に拡張したもの
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ିଵ ଶ⁄ ି௦
ஶ

଴

ି௦ஶ

଴
ଶ とおくと

ି௦ஶ

଴

ି௨మஶ

଴

ି௨మ
ஶ

଴

ି௨మ
ஶ

ିஶ
これより、正の整数 に対して

௠

ガンマ関数

二重階乗

2𝑚 െ 1 ‼ ൌ 2𝑚 െ 1 · 2𝑚 െ 3 · ⋯ · 3 · 1
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ベータ関数 は

௣ିଵ ௤ିଵ
ଵ

଴
で定義される。

とおくと

௣ିଵ ௤ିଵ
ଵ

଴

௣ିଵ ௤ିଵ
଴

ଵ

௤ିଵ ௣ିଵ
ଵ

଴
だから、 である。

ベータ関数
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௣ିଵ ௤ିଵ
ଵ

଴

௭ିଵ ି௦
ஶ

଴
より

௣ିଵ ௤ିଵ
ଵ

଴

௣ା௤ିଵ ି௦
ஶ

଴
ここで、 ,  と変数変換すると

より

ベータ関数とガンマ関数
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௣ିଵ ௤ିଵ
ଵ

଴

௣ା௤ିଵ ି௦
ஶ

଴
,  と変数変換すると、 より

௣ିଵ ௤ିଵ ௣ା௤ିଶ ି௦
ஶ

଴

ஶ

଴

௣ିଵ ௤ିଵ ି ௨ା௩
ஶ

଴

ஶ

଴

௣ିଵ ି௨
ஶ

଴

௤ିଵ ି௩
ஶ

଴

ベータ関数とガンマ関数
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