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確率変数 ,  が互いに独立で、 が自由度 のカイ2乗分布、
が自由度 のカイ2乗分布にしたがうとき、

は自由度 のF分布

௠,௡

௠ ଶ⁄
௠ ଶ⁄ ିଵ

ି ௠ା௡ ଶ⁄

にしたがう。

要点
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確率変数 ,  は互いに独立であるから
௠ ଶ⁄ ିଵ ି௑ ଶ⁄

௠ ଶ⁄

௡ ଶ⁄ ିଵ ି௒ ଶ⁄

௡ ଶ⁄

ここで、

と変数変換すると、 より  だから

௠ ଶ⁄ ିଵ
ି௠௭௬ ଶ௡⁄

௠ ଶ⁄

௡ ଶ⁄ ିଵ ି௬ ଶ⁄

௡ ଶ⁄

F分布の導出
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௠ ଶ⁄ ିଵ
ି௠௭௬ ଶ௡⁄

௠ ଶ⁄

௡ ଶ⁄ ିଵ ି௬ ଶ⁄

௡ ଶ⁄

௠ ଶ⁄ ௠ ଶ⁄ ିଵ

௠ା௡ ଶ⁄
௠ା௡ ଶ⁄ ିଵ ି ௡ା௠௭ ௬ ଶ௡⁄

これを で積分して、 の確率密度関数 ௠,௡ を求めると

௠,௡

ஶ

଴
௠ ଶ⁄ ௠ ଶ⁄ ିଵ

௠ା௡ ଶ⁄
௠ା௡ ଶ⁄ ିଵ ି ௡ା௠௭ ௬ ଶ௡⁄

ஶ

଴

F分布の導出
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ここで、  とおくと、 だから

௠,௡

௠ ଶ⁄ ௠ ଶ⁄ ିଵ

௠ା௡ ଶ⁄
௠ା௡ ଶ⁄ ିଵ ି ௠௭ା௡ ௬ ଶ௡⁄

ஶ

଴

௠ ଶ⁄ ௠ ଶ⁄ ିଵ

௠ା௡ ଶ⁄

௠ା௡
ଶ ௠ା௡

ଶ ିଵ ି௨
ஶ

଴
௠ ଶ⁄ ௠ ଶ⁄ ିଵ ௠ା௡ ଶ⁄

௠ ଶ⁄
௠ ଶ⁄ ିଵ

௠ା௡ ଶ⁄

F分布の導出
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したがって、自由度 のF分布の確率密度関数は

௠,௡

௠ ଶ⁄
௠ ଶ⁄ ିଵ

௠ା௡ ଶ⁄

௠ ଶ⁄
௠ ଶ⁄ ିଵ

ି ௠ା௡ ଶ⁄

௠ ଶ⁄ ିଵ ି ௠ା௡ ଶ⁄

となる。これは、次のように表すこともできる。

௠,௡

௠ ଶ⁄ ௡ ଶ⁄ ௠ ଶ⁄ ିଵ

௠ା௡ ଶ⁄

F分布の導出
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௠,௡
௠ ଶ⁄ ିଵ ି ௠ା௡ ଶ⁄

とおくと、 であり、 ଶ だから

௠,௡

ஶ

଴

௠ ଶ⁄ ିଵ
௠ା௡ ଶ⁄

ଶ

଴

ଵ

௡ ଶ⁄ ିଵ ௠ ଶ⁄ ିଵ
ଵ

଴

F分布：確率密度関数

Β 𝑝, 𝑞 ൌ Β 𝑞, 𝑝
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௠,௡
௠ ଶ⁄ ିଵ ି ௠ା௡ ଶ⁄

とおくと、 であり、 ଶ だから、

自由度 のF分布にしたがう の平均は

௠,௡

ஶ

଴

௠ ଶ⁄
௠ା௡ ଶ⁄

ଶ

଴

ଵ

௡ ଶ⁄ ିଶ ௠ ଶ⁄
ଵ

଴

F分布：平均
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自由度 のF分布にしたがう の平均は

௠,௡

ஶ

଴

である。ただし、これは のとき成り立つ。

F分布：平均
Β 𝑝, 𝑞 Γ 𝑝 ൅ 𝑞 ൌ Γ 𝑝 Γ 𝑞

Γ
𝑚
2 ൅ 1 ൌ

𝑚
2 Γ

𝑚
2

Γ
𝑛
2 ൌ

𝑛 െ 2
2 Γ

𝑛
2 െ 1
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௠,௡
௠ ଶ⁄ ିଵ ି ௠ା௡ ଶ⁄

とおくと、 であり、 ଶ だから、

自由度 のF分布にしたがう の2乗平均は

ଶ
௠,௡

ஶ

଴

ଶ

ଶ

௠ ଶ⁄ ାଵ
௠ା௡ ଶ⁄

ଶ

଴

ଵ
ଶ

ଶ
௡ ଶ⁄ ିଷ ௠ ଶ⁄ ାଵ

ଵ

଴
ଶ

ଶ

F分布：2乗平均
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自由度 のF分布にしたがう の2乗平均は

ଶ ଶ
௠,௡

ஶ

଴

ଶ

ଶ

ଶ

ଶ

ଶ

ଶ

ଶ

となる。ただし、これは のとき成り立つ。

F分布：2乗平均

Γ
𝑚
2 ൅ 2 ൌ

𝑚 ൅ 2
2 ·

𝑚
2 Γ

𝑚
2

Γ
𝑛
2 ൌ

𝑛 െ 2
2 ·

𝑛 െ 4
2 Γ

𝑛
2 െ 2

Β 𝑝, 𝑞 Γ 𝑝 ൅ 𝑞 ൌ Γ 𝑝 Γ 𝑞
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自由度 のF分布にしたがう の分散は、 のとき

ଶ ଶ
ଶ ଶ

ଶ

ଶ

ଶ

ଶ

ଶ

である。

F分布：分散
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自由度 のF分布にしたがう の最頻値は

௠,௡ ௠ ଶ⁄ ିଵ
ି ௠ା௡ ଶ⁄

௠
ଶ ିଶ

ି௠ା௡
ଶ ௠

ଶ ିଵ
ି௠ା௡

ଶ ିଵ

௠
ଶ ିଶ ି௠ା௡

ଶ ିଵ

より、 である。ただし、  のときは下限   で最大

となり、 のときは で発散する。

F分布：最頻値
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自由度 に対して、F分布の確率密度関数は次のようになる。

ଵ,௡

ଵ ଶ⁄
ିଵ ଶ⁄

ି ௡ାଵ ଶ⁄

௡ାଵ

ଶ,௡

ି ௡ାଶ ଶ⁄

௡ାଶ ଶ⁄ ௡ ଶ⁄ ାଵ

確率密度関数（ ）
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自由度 に対して、F分布の確率密度関数は次のようになる。

ଷ,௡

ଷ ଶ⁄
ଵ ଶ⁄

ି ௡ାଷ ଶ⁄

ଷ

௡ାଷ

ଷ

௡ାଷ

確率密度関数（ ）
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自由度 に対して、F分布の確率密度関数は次のようになる。

ସ,௡

ଶ ି ௡ାସ ଶ⁄

ଶ

ଶ ௡ାସ

ଶ ௡ାସ

௡ାସ

確率密度関数（ ）
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自由度 に対して、F分布の確率密度関数は次のようになる。

ହ,௡

ହ ଶ⁄
ଷ ଶ⁄

ି ௡ାହ ଶ⁄

ହ ଷ

௡ାହ

ହ ଷ

௡ାହ

確率密度関数（ ）
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自由度 に対して、F分布の確率密度関数は次のように
なる。

ଵ,ଵ ଶ

ଶ,ଶ ଶ ଶ

ଷ,ଷ ଺ ଷ

確率密度関数（ ）
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自由度 に対して、F分布の確率密度関数は次のように
なる。

ସ,ସ ଼ ସ

ହ,ହ

ଷ

ଵ଴

ଷ

ଵ଴

ଷ

ହ

確率密度関数（ ）
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確率密度関数（ ）

自由度 のF分布の確率密度関数のグラフ
を下図に示す。

𝑧

𝑓 ௠
,௡

ሺ𝑧
ሻ

𝑛 ൌ 1
𝑛 ൌ 2
𝑛 ൌ 3
𝑛 ൌ 5
𝑛 ൌ 10
𝑛 ൌ 50
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確率密度関数（ ）

自由度 のF分布の確率密度関数のグラフ
を下図に示す。

𝑧

𝑓 ௠
,௡

ሺ𝑧
ሻ

𝑛 ൌ 1
𝑛 ൌ 2
𝑛 ൌ 3
𝑛 ൌ 5
𝑛 ൌ 10
𝑛 ൌ 50



21Kagoshima University wata104@eee

確率密度関数（ ）

自由度 のF分布の確率密度関数のグラフ
を下図に示す。

𝑧

𝑓 ௠
,௡

ሺ𝑧
ሻ

𝑛 ൌ 1
𝑛 ൌ 2
𝑛 ൌ 3
𝑛 ൌ 5
𝑛 ൌ 10
𝑛 ൌ 50
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確率密度関数（ ）

自由度 のF分布の確率密度関数のグラフ
を下図に示す。

𝑧

𝑓 ௠
,௡

ሺ𝑧
ሻ

𝑛 ൌ 1
𝑛 ൌ 2
𝑛 ൌ 3
𝑛 ൌ 5
𝑛 ൌ 10
𝑛 ൌ 50
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確率密度関数（ ）

自由度 のF分布の確率密度関数のグラフ
を下図に示す。

𝑧

𝑓 ௠
,௡

ሺ𝑧
ሻ

𝑛 ൌ 1
𝑛 ൌ 2
𝑛 ൌ 3
𝑛 ൌ 5
𝑛 ൌ 10
𝑛 ൌ 50
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確率密度関数（ ）

自由度 のF分布の確率密度関数のグラフ
を下図に示す。

𝑧

𝑓 ௠
,௡

ሺ𝑧
ሻ

𝑛 ൌ 1
𝑛 ൌ 2
𝑛 ൌ 3
𝑛 ൌ 5
𝑛 ൌ 10
𝑛 ൌ 50
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確率密度関数（ ）

自由度 のF分布の確率密度関数のグラフを
下図に示す。

𝑧

𝑓 ௠
,௡

ሺ𝑧
ሻ

𝑛 ൌ 1
𝑛 ൌ 2
𝑛 ൌ 3
𝑛 ൌ 5
𝑛 ൌ 10
𝑛 ൌ 50
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自由度 のF分布の確率密度関数は

ଵ,௞

ଵ ଶ⁄
ିଵ ଶ⁄

ି ௞ାଵ ଶ⁄

ିଵ ଶ⁄
ି ௞ାଵ ଶ⁄

である。変数を ଶ に変換すると、 であり、

ଵ,௞

より、 とすると

ଵ,௞
ିଵ

ଶ ି ௞ାଵ ଶ⁄

F分布とt分布
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自由度 のF分布の確率密度関数を ଶ に変数変換すると

ଵ,௞
ିଵ

ଶ ି ௞ାଵ ଶ⁄

ଶ ି ௞ାଵ ଶ⁄

これは自由度 のt分布である。

F分布とt分布

自由度 𝑛 െ 1 のt分布にしたがう 𝑡 ൌ
𝑥 െ 𝜇
𝑠 𝑛⁄

ൌ
𝑋

𝑌 𝑛 െ 1⁄
 に対して

𝑡ଶ ൌ
𝑥 െ 𝜇
𝑠 𝑛⁄

ଶ

ൌ
𝑋ଶ

𝑌 𝑛 െ 1⁄  は 𝑋ଶ が自由度 1 のカイ2乗分布、𝑌 𝑛 െ 1⁄  が

自由度 𝑛 െ 1 のカイ2乗分布にしたがうから、𝑡ଶ は自由度 ሺ1, 𝑛 െ 1ሻ のF分布にしたがう。
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ガンマ関数 は

௭ିଵ ି௦
ஶ

଴
で定義される。

௭ିଵ ି௦
ஶ

଴

௭ିଵ ି௦
଴
ஶ ௭ିଵ ି௦

ஶ

଴

ି௦
ஶ

଴

ି௦
଴
ஶ

より、正の整数 に対して、 である。

ガンマ関数

ガンマ関数は、階乗を
非整数に拡張したもの
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ିଵ ଶ⁄ ି௦
ஶ

଴

ି௦ஶ

଴
ଶ とおくと

ି௦ஶ

଴

ି௨మஶ

଴

ି௨మ
ஶ

଴

ି௨మ
ஶ

ିஶ
これより、正の整数 に対して

௠

ガンマ関数

二重階乗

2𝑚 െ 1 ‼ ൌ 2𝑚 െ 1 · 2𝑚 െ 3 · ⋯ · 3 · 1
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ベータ関数 は

௣ିଵ ௤ିଵ
ଵ

଴
で定義される。

とおくと

௣ିଵ ௤ିଵ
ଵ

଴

௣ିଵ ௤ିଵ
଴

ଵ

௤ିଵ ௣ିଵ
ଵ

଴
だから、 である。

ベータ関数
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௣ିଵ ௤ିଵ
ଵ

଴

௭ିଵ ି௦
ஶ

଴
より

௣ିଵ ௤ିଵ
ଵ

଴

௣ା௤ିଵ ି௦
ஶ

଴
ここで、 ,  と変数変換すると

より

ベータ関数とガンマ関数
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௣ିଵ ௤ିଵ
ଵ

଴

௣ା௤ିଵ ି௦
ஶ

଴
,  と変数変換すると、 より

௣ିଵ ௤ିଵ ௣ା௤ିଶ ି௦
ஶ

଴

ஶ

଴

௣ିଵ ௤ିଵ ି ௨ା௩
ஶ

଴

ஶ

଴

௣ିଵ ି௨
ஶ

଴

௤ିଵ ି௩
ஶ

଴

ベータ関数とガンマ関数
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